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7. Obliczanie wartosci
wielomianu

Pojecie wielomianu znasz z lekcji matematyki. Wielomianéw uzywa sie m.in.
do opisu zaleznosci migdzy wielkogciami fizycznymi w modelowaniu réznych
Zjawisk. Majg zastosowanie takze w informatyce. Za ich pomocg mozna
wyznaczy¢ przyblizong wartosé funkeji, gdy doktadna wartos¢ jest trudna
do znalezienia (np. w przypadku funkciji trygonometrycznej). W tym temacie
zajmiemy sig obliczaniem wartosci wielomianu. Wykorzystamy do tego
rozne algorytmy: algorytm naiwny oraz algorytm, ktéry wykona mniej dzialar
arytmetycznych.

Cele lekgiji

® Obliczysz warto$¢ wielomianu algorytmem naiwnym.

= Wyznaczysz wartoéé wielomianu algorytmem optymalnym —
wykorzystujacym schemat Hornera.

= Dowiesz sig, w ktdrych z omawianych do tej pory problemdw uzylismy
schematu Hornera.

7.1. Sformutowanie problemu obliczania wartosci
wielomianu

Wielomian © Przypomnijmy, ze wielomianem stopnia n zmiennej rzeczywistej x

nazywamy funkeje postaci:

Wix) = a,x" + @y @ + .. + Gox? + a% + @y
gdzie a, # 0, n — liczba naturalna dodatnia, a,, a,_, ..., @a, a1, @y —
wspotezynniki wielomianu bedace liczbami rzeczywistymi. Wspot-
czynnik a, nazywamy wyrazem wolnym.
W temacie nie bedziemy si¢ zajmowaé wielomianem zerowym, czyli
funkeja W(x) = 0. Oto specyfikacja problemu obliczania wartosci wielo-
mianu dla danego argumentu:

Specyfikacja

Dane: n — liczba cafkowita dodatnia oznaczajaca stopieri wielomianu,
A[@..n] — tablica liczb rzeczywistych bedacych wspétczynnikami
wielomianu, A[n] # ©, element A[@] odpowiada wspdétczynnikowi ag,
A[1] — wspélczynnikowi a, itd.,

x — liczba rzeczywista.

Wynik: y — wartos¢ wielomianu o wspétczynnikach z tablicy A dla
argumentu Xx.

7. Obliczanie wartoéci wielomianu

7.2. Obliczanie wartosci wielomianu
algorytmem naiwnym

Wartos$¢ wielomianu dla danego argumentu mozna policzy¢, podsta-
wiajac ten argument bezpo$rednio do wzoru wielomianu. Taki algo-
rytm jest algorytmem naiwnym. Sumowanie wyrazéw wielomianu
warto rozpoczac od wyrazu wolnego i wykorzystywacé policzong aktu-
alnie potege x do wyliczenia kolejnej (x" = x"™ . x dla n > 1). Oto zapis
algorytmu w pseudokodzie:
y < A[Q]
|
dla i « 1, 2, .., n wykonuj

% 2%k X

y <y + Ali] % z

Wartoscig poczatkows wyniku (zmiennej y) jest wartosé wyrazu
wolnego (A[@]). Kolejne potegi wartoéci zmiennej x bedziemy pamie-
ta¢ w zmiennej pomocniczej z. Na poczatku przyjmuje ona warto$é¢ 1
(czyli 2%). Na potrzeby naszych obliczeri przyjmiemy, ze 0° = 1.

Chcemy oblicza¢ wartosci wielomianéw réznego stopnia, a wiec licz-
ba wspéiczynnikéw bedzie sie zmienia¢. Dlatego wspétczynniki zapa-
mietamy w zmiennej typu vector.

Kod zrédlowy funkeji Czytaj, wezytujacej stopienn wielomianu oraz
jego wspolczynniki, moze wygladac nastepujaco:

. void Czytaj(vector«float> BA)

e

2.1t

3 int n;

4. cout«"Stopien wielomianu: ";
5. cinyn;

6 A.resize(n+l);

T for (int i=n;i»=0;i—-)
8 {

9. cout«c"ai«" = "
10. cin»Alil;

11. }

1211

Parametr A typu vector, pamigtajacy wspélczynniki wielomianu,
przekazywany jest przez referencje (linia 1), poniewaz funkcja okresla
jego warto$¢. W linii 5 wezytywany jest stopiert wielomianu. Nastepnie
w linii 6 rozmiar parametru A jest ustalany na n+1 (poniewaz para-
metr A przechowuje wspélczynniki od a; do 4,). Petla w liniach 7-11
wezytuje wspolczynniki wielomianu, zaczynajac od wspélczynnika a,
przy najwyzszej potedze x (element A[n]).

Kod Zrodtowy funkgji realizujacej algorytm naiwny obliczania war-
tosci wielomianu moze by¢ nastepujacy.

Y Dobra rada

Algorytm naiwny to
algorytm wykorzystujacy
najbardziej intuicyjng
metode. Pamietaj, Zze takie
algorytmy sa czesto maio
efektywne.

Y Dobra rada

Pamigtaj, ze korzystanie
Z typu vector jest
mozliwe po dotaczeniu
do programu biblioteki
vector (dyrekiywa
#include <vectors).

1 @ Kod Zrédtowy funkciji

wezytujgcej stopien
oraz wspdotczynniki
wielomianu

Y Dobra rada

Nie musisz przekazywac
na zewnatrz funkcji stopnia
wielomianu (rozmiaru
parametru typu vector),
poniewaz jest on dostepny
dzigkl metodzie size.
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Kod Zrodiowy funkcji @
obliczajgcej wartosé

wielomianu algorytmem

124

naiwnym

1. float W(vector¢float> A, float x)
2

3. float y=A[0], z=1;

4. for (int i=1;i<A.size();i++)
B {

6. Z=2%X;

. y=y+A[i]*z;

8.

9. return y;

10. }

W linii 3 deklarowane sa dwie zmienne y i z: pierwsza z nich wyko-
rzystamy do sumowania wyrazow wielomianu, druga — do obliczania
poteg x. Zmiennymy iz przy deklaracji nadawane sa wartoéci poczat-
kowe. Zwr6¢ uwage na zakres zmiennej i, sterujacej petla for (linia 4).
Zmienia si¢ on od 1 (jako pierwszy w petli bedzie wykorzystany wspoi-
czynnik ;) do wartosci A.size()-1 (rozmiar zmiennej typu vector
wynosi n+1, wigc wspélczynnik 4, ma indeks A.size()-1). W linii 6
wartos¢ zmiennej Zz mnozona jest —|[THSSE RN P PRTRE
przez warto$¢ zmiennej x, wskutek Bl
czego otrzymujemy wartoéé x'.
W linii 7 do wartoéci zmiennej y
dodawany jest i-ty wyraz wielo-
mianu.

Rysunek 7.1 przedstawia efekt
wywotania programu dla wielomianu
&° + 2x% + 3x + 4iargumentu x = 2,

Rys. 7.1. Efekt wywotania programu
dla wielomianu x* + 2x* + 3x + 4 oraz
argumentu x = 2

Cwiczenie 1
Napisz program, ktéry obliczy warto$é wielomianu algorytmem

naiwnym zgodnie ze specyfikacja podana na s. 122. Wykorzystaj
przedstawione w temacie funkcje Czytaj i W.

Omoéwiony algorytm naiwny obliczania wartosci wielomianu wyko-
nuje 2xn operacji mnozenia oraz » operacji dodawania. Warto sie zasta-
nowic, czy nie mozna przeksztatci¢ wzoru ogélnego funkeji wielomia-
nowej, aby wykonywaé mniej dziafani arytmetycznych.

7.3. Obliczanie wartosci wielomianu za pomoc3a
schematu Hornera

Liczbe operacji arytmetycznych podczas wyznaczania wartoéci wielo-
mianu mozemy zmniejszy¢, jesli wykorzystamy schemat Hornera. Jego
dzialanie wyjasnimy na przykladzie wielomianu stopnia 3. Z trzech
pierwszych wyrazéw wylaczmy x przed nawias.

7. Obliczanie wartogci wielomianu 1

ay- % +ay -5 +a - x+ag=%x-(az-%* +a,-x +a;) +a,

W nawiasie otrzymujemy wielomian stopnia o 1 mniejszego. Dla tego
wielomianu (w tym przypadku tréjmianu kwadratowego) postepujemy
w ten sam sposéb — wylaczamy x przed nawias.

x-(az-2*+ay,-x+a) +ag=x- (x-(a3-.x+a2) +a.)+au

Obliczajgc wartoéc wielomianu z tego wzoru, wykonamy 3 mnozenia
i 3 dodawania. Gdybyémy skorzystali ze wzoru funkeji wprost, wyko-
nalibyémy takze 3 dodawania, ale 6 operacji mnozenia.

Podobnie bedziemy postepowaé dla wielomianu stopnia #: wielo-
krotnie wylaczamy x przed nawias, az do otrzymania w najbardziej
wewnetrznych nawiasach dwumianu a,, - x + a,,_,. Dla wielomianu stop-
nia n wykonamy » operacji mnozenia (zamiast 2#). Jest to minimalna
liczba operacji mnozenia, jaka trzeba wykonaé, aby obliczyé wartosé
wielomianu. Algorytm wykorzystujacy ten wzor jest wiec algorytmem
optymalnym.

¢ Dobra rada
Pamietaj, ze algorytm
optymalny to algorytm
wykonujacy najmniejsza
mozliwa liczbe operadii
charakterystycznych
dla danego problemu.
Nie istnieje rozwigzanie
tego problemu, ktére
wykorzystuje mniejszg
liczbe operacii.

Dla wielomianu stopnia # schemat Hornera mozna zapisa¢ wzorem: © Schemat Hornera

W) =2 (.. (@ X+ a,0) + ... +a) +ag
Algorytm obliczajacy warto$¢ wielomianu z wykorzystaniem sche-
matu Hornera mozna zapisa¢ nastepujaco:
y < Aln
dlai <« n-1 n- 2
y < x %y + A[i]

«; @ wykonuj

Obliczenia rozpoczynamy od wspélczynnika przy najwyzszej potedze
(warto$¢ poczatkowa zmiennej y). W petli mnozymy dotychczaso-
wy warto$¢ zmiennej y przez x i dodajemy kolejny wspdtczynnik.
Kod Zrédfowy funkcji realizujacej ten algorytm znajduje sie na s. 126.

U[EE A to cickawe

Ty

Horner i poczgtki animaciji

MNnzwa ,schemat Hornera” pochodzi od nazwiska
nnglelskiego matematyka Wiliama G. Hornera
(1/86-1837). Znany jest on nie tylko z dokonari
mulematycznych — interesowat sie tez m.in. optyka.

W 16334 r. skonstruowat zootrop (ang. zoetrope) —

LIl zi)clzenie stuzace do uzyskiwania ruchomego
ubrazu. Ma ono postac obrotowego bebna, wewnatrz
Ilonogo znajduje sie papierowa tasma z sekwencja
Iyuunkow przedstawiajacych kolejne etapy ruchu.
I'trwprawieniu bebna w ruch przez pionowe szczeliny
o1 zaobserwowac ruchomy obraz. Zootrop
Lpowszechnit sie jako zabawka w latach 60, XIX w.




Kod zrédtowy ©

funkcji obliczajacej
warto$é wielomianu
z wykorzystaniem
schematu Hornera

Kod Zrodiowy funkciji
wczytujgcej stopien
oraz wspotczynniki
wielomianu,

s 123

Algorytmy zamiany
liczby dwdjkowej na
dziesietna, podrecznik
Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzony,
s.50-52 &

Zamiana liczby

w systemie
pozycyjnym o wybranej
podstawie na liczbe
dziesietng, podrecznik

Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzorny,
s. 55-56
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1. float W(vector<float> A, float x)

2t

3, int n=A.size()-1;

4, float y=A[n];

5. for (int i=n-1;i>=0;i—) y=xxy+A[i];
6. return y;

T

Funkcja wezytujaca stopien wielomianu oraz jego wspélczynniki
bedzie wygladata tak samo jak w przypadku programu wyznaczajacego
warto$¢ wielomianu algorytmem naiwnym.

Cwiczenie 2

Napisz program, ktory obliczy warto$¢ wielomianu z wykorzysta-
niem schematu Hornera, zgodnie ze specyfikacja podang na s. 122.

-:R,I?:- Zapamietaj

Stosujgc schemat Hornera, wielokrotnie wylacza sie argument
przed nawias we wzorze ogdinym funkciji wielomianowej,

az w najbardziej wewnetrznych nawiasach otrzymamy wielomian
pierwszego stopnia. Z powstatego wzoru mozna obliczy¢ warto$é
wielomianu stopnia n, wykonujgc n operacji mnozZenia i n operacji
dodawania. Jest to algorytm optymalny.

7.4. Inne zastosowania schematu Hornera

Schemat Hornera wykorzystywaliémy podczas zamiany liczby dwéj-
kowej na dziesi¢tna oraz podczas zamiany liczby w systemie pozy-
cyjnym o wybranej podstawie na liczbe dziesietng. W tych algo-
rytmach role wspélczynnikéw wielomianu petnig cyfry reprezentacji
liczby w systemie o podstawie p. Stopieri wielomianu okreéla liczba cyfr
(stopieni jest o jeden mniejszy od liczby cyfr), a podstawa systemu jest
argumentem, dla ktérego obliczamy warto$¢ wielomianu.

Wartosc dziesigtng liczby w systemie pozycyjnym o podstawie p
zapisanej za pomoc3 » cyfr, gdzie ¢; oznacza i-tg cyfre liczby przegla-
danej od prawej do lewej, 0 < i < #, obliczymy ze wzoru:

Cua P 4G P4 O ptCy

Podany wzér to sposéb obliczania wartoéci wielomianu o wspét-
czynnikach ¢, _j, ..., ¢ dla argumentu p.

Rozwazamy wielomian W/(x) stopnia n — 1:

W) = Gy c X" e 6y B+ 6y - %+ Gy
Obliczmy warto$¢ W(p), korzystajac ze schematu Hornera:
Wp)=p-(p-(Cua P+ Cua) +o+0) + 6

7. Obliczanie wartosci wielomianu 1

Tego sposobu uzywaliémy do obliczania wartosci dziesietnej liczby
zapisanej w systemie pozycyjnym o podstawie innej niz 10.

Schemat Hornera stosuje si¢ takze w algorytmie obliczajacym pote-
ge liczby. W wersji iteracyjnej algorytmu szybkiego podnoszenia do
potegi wykorzystywalismy zapis wyktadnika potegi w systemie binar-
nym. Dokfadniej — przegladalismy cyfry binarne wykiadnika w kolej-
noéci od prawej do lewej, a wigc w kolejnosci, w jakiej s one uzyskiwa-
ne podczas zamiany liczby dziesigtnej na binarna.

Jedli znamy zapis wykladnika w postaci binarnej, mozemy takze zapi-
sa¢ algorytm szybkiego podnoszenia do potegi, ktéry przeglada cyfry
binarne wyktadnika od lewej do prawej, czyli od cyfry najbardziej zna-
czacej. Korzystamy wtedy wprost ze schematu Hornera. Na przykad:

13 _ 1.2341.2240.2 +1.1°_x2-u.22+|-24-m+1 =x2-t2-{1-2+1)+0}+1 =

X x

. (xZ'{l'anfﬂ)z S [{xl-h—l}?): i ((xz J x)Z)z n

Algorytm wykorzystujacy ten wzor mozna zapisa¢ w pseudoko-
dzie tak jak ponizej. Zakiadamy, Ze napis s jest reprezentacja binarna
wyktadnika potegi. Wartoéé zmiennejy jest policzong potega liczby x.
¥ =1
dla i « @, 1, ., dtugosé(s) — 1 wykonuj

y <y *y
jesli sfil="1' toy < y % X

W kazdym kroku algorytmu podnosimy aktualna warto$¢ wyni-
ku do kwadratu (wartoscia poczatkows jest 1, czyli x°). Jesli w zapi-
sie binarnym wykladnika wystepuje jedynka, to dodatkowo mnozymy
wynik przez podstawe potegi.

Zwro¢ uwage, ze przedstawiony algorytm jest iteracyjna wersjg
rekurencyjnego algorytmu szybkiego podnoszenia do potegi.
W rekurencyjnej wersji algorytmu reprezentacja binarna wyktadnika
byta pamigtana niejawnie na stosie.

Cwiczenie 3

Napisz program, ktéry wezyta podstawg potegi oraz napis reprezen-
tujacy wykladnik potegi w systemie binarnym, a nastepnie wypisze
wartoéé potegi. Zastosuj algorytm szybkiego podnoszenia do potegi
z wykorzystaniem schematu Hornera.

=G~ Zapamietaj

Schemat Hormera pozwala ograniczac liczbg operacii
wykonywanych przez algorytmy. Wykorzystuje si¢ go np.

w algorytmach zamiany reprezentacii liczby w systemie pozycyjnym
o podstawie innej niz 10 na reprezentacje w systemie dziesigtnym,
a takze w algorytmie szybkiego podnoszenia do potegi.

Algorytm szybkiego
podnoszenia do potegi,
podrecznik Informatyka
na czasie 2. Zakres
rozszerzony,

5. 57-58 (&

¢ Dobra rada

Jesli wyktadnik potegi
jest reprezentowany

w systemie dziesietnym,
zastosuj algorytm
przegladajacy cyfry
binarne od prawej

do lewsj, poniewaz
wowcezas nie musisz
pamigtac reprezentacii
binarnej wykladnika potegi.

Rekurencyjny algorytm
szybkiego podnoszenia
do potegi, podrecznik
Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzony,

. 241-244 4
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Podsumowanie

= Wartosc wielomianu mozna obliczyé algorytmem naiwnym, ktéry wykonuje 2 operacji
mnozenia i # operacji dodawania, gdzie » oznacza stopien wielomianu.

® Schemat Hornera polega na wielokrotnym wytaczaniu argumentu przed nawias we wzo-
rze ogdlnym funkeji wielomianowej, az w najbardziej wewnetrznych nawiasach otrzy-
mamy wielomian pierwszego stopnia.

= Obliczajac warto$¢ wielomianu stopnia # z wykorzystaniem schematu Hornera, wyko-
nujemy # operacji mnozenia i n operacji dodawania. Algorytm ten jest optymalny.

= Schemat Hornera stosuje si¢ m.in. do obliczania wartosci dziesietnej liczb zapisanych
w systemie o innej podstawie oraz do szybkiego podnoszenia do potegi.

Zadania

* Bl Napisz program, ktéry wczyta z klawiatury dwa wielomiany, a nastepnie wyznaczy
wielomian bedacy ich suma i go wypisze.

* B Napisz program, ktéry z pliku tekstowego przekazanego ci przez nauczyciela (np.
wielomian.txt) wezyta stopiefi i wspéiczynniki wielomianu, a nastepnie dla argumentu
wezytanego z klawiatury obliczy wartos¢ wielomianu, korzystajac ze schematu Hornera.
Stopient wielomianu znajduje sie w pierwszym wierszu pliku tekstowego, w kolejnych
wierszach podane sg wspéfczynniki wielomianu.

* Kl Napisz program, ktdry wezyta z klawiatury podstawe systemu pozycyjnego z zakresu
od 2 do 9, liczbe cyfr liczby oraz cyfry tej liczby i obliczy jej wartogé dziesietns,
korzystajac ze schematu Hornera.

++ Bl Napisz program obliczajacy warto¢ wielomianu zgodnie ze specyfikacja przedstawiona
nas. 122, z wykorzystaniem schematu Hornera. Funkcje realizujaca schemat Hornera
zapisz rekurencyjnie.

** Bl Napisz program, ktéry wezyta z klawiatury dwa wielomiany, a nastepnie wyznaczy
wielomian bedacy ich iloczynem i go wypisze.
Wskazéwka: Stopieri wielomianu bedacego iloczynem wielomianéw to suma stopni
wielomianéw skiadowych.

#++ [ Napisz program, ktéry wczyta z klawiatury wielomian oraz liczbe calkowita c i obliczy
iloraz wielomianu przez dwumian x — ¢. Zastosuj schemat Hornera.

##+ ll Napisz program obliczajacy przyblizonga wartoéé sinx ze wzoru:

3 5 7 9 11
* X & X X &
Sinx = — - +2- -2 422
iy e e T
dla 0 < x < 6,28. Obliczenia zakoricz po zsumowaniu szesciu pierwszych wyrazow.

Wykorzystaj schemat Hornera, a wartosci silni zapamietaj w tablicy.

HE R
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8. Metody obliczen
przyblizonych

W wielu sytuacjach wymagajgcych zastosowania obliczen fatwo jest otrzymaé
dokladny wynik — np. w wyborach pardamentarnych, w ktérych zliczany jest
kazdy oddany glos. Istnigja jecnak problemy, ktdrych nie potrafimy rozwigzac za
pornoca znanych algorytmow znajdujgeych dokladne wyniki lub algorytmy takie sg
czasochionne. Mozna wowezas wykorzystaé metody, ktdre dajg wyniki przyblizone.

Cele lekcji

B /najdziesz miejsce zerowe funkcji metoda bisekcii.

m Obliczysz pierwiastek kwadratowy z liczby metoda bisekcji | metoda
Newtona-Raphsona.

® Poznasz metode prostokatow i metode trapezow, wykorzystywane
do obliczania pol obszaréw zamknigtych.

® Zastosujesz metode Monte Carlo do policzenia przyblizonej wartosci
liczby 7 oraz do symulacji ruchow Browna.

W poprzednich tematach zajmowali$my sie m.in. znajdowaniem Algorytmy znajdowania

pierwiastkéw réwnania kwadratowego oraz obliczaniem wartosci Eien;ria:,tkéw réwnania
. . P . T wadratowego,

w1§10@1anu. Chot¢ przedstawione tam algorytrfly :J.mozllww)a Zna- ¢ 445119

lezienie dokladnych wynikéw, to programy realizujace te algorytmy

podaja rozwigzania obarczone bledami. Wynikaja one jednak z repre- ~Obliczanie wartogci

zentacji liczb w komputerze, a nie z samych algorytméw. Teraz zajmie- g"?’z"zrf%’;"é

my sie problemami i metodami ich rozwiazania, w ktérych przyblizony

wynik jest przede wszystkim skutkiem zastosowanego algorytmu.

8.1. Znajdowanie miejsc zerowych funkcji

Jedng z metod znajdowania miejsc zerowych funkeji, czyli argumen-

téw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc 0, jest metoda bisekcji @ Metoda bisekeji

(polowienia). Postepuje si¢ w niej podobnie jak w algorytmie (Polowienia)

przeszukiwania binarnego — w kolejnych krokach zmniejszamy Przeszukiwanie binarne,

o polowe zakres przeszukiwanych danych. !'?:‘é"z@acs’;,;"; ""Zf;’;’c’r’;@"‘a
W og6lnym przypadku w metodzie bisekcji konstruujemy ciag, kt6- rozszerzony,

rego wyrazami s3 przyblizenia poszukiwanej wartoéci, a granicg tego s 1542

ciggu jest poszukiwana wartos¢. Kolejne wyrazy ciggu to $rodki coraz

mniejszych przedzialéw, ktére przeszukujemy. Zakres poszukiwan

zawezamy o polowe, zastepujac jeden z koricéw przedziatu srodkiem

przedzialu. Koriczymy, gdy wartosé kolejnego wyrazu ciagu jest réwna

szukanej wartodci lub gdy diugosé przeszukiwanego przedziatu jest nie

wieksza od przyjetej dokiadnosci obliczen (wynik jest wéwczas przybli-

zony — jest nim ostatnio wyznaczony $rodek przedziatu).
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