System dwojkowy,
podrecznik

Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzony,

s. 28-20 &

¢) Dobra rada

Pamietaj, Ze w algorytmie
zamiany liczby calkowitej
dodatniej z postaci
dziesietnej na binarna
wykorzystuje sie dzielenie
przez 2. Reszta z dzielenia
danej liczby przez 2

jest jedng z szukanych
cyfr binarnych, a czesé
calkowita stanowi
podstawe wyznaczania

w ten sam sposob kolejnej
cyfry binarnej. Algorytm
wyznacza cyfry binarne
od ostatniej do pierwszej,
a konczy dzialanie, gdy
czedd calkowita jest réwna
zero.

5. Reprezentacja
liczb rzeczywistych
w komputerze

Rozwigzali$my juz wiele problemdw i poznalismy rézne techniki
algorytmiczne. Dotychczas postugiwali$my sig jednak tylko liczbami
cafkowitymi oraz znakami, ktére w komputerze sa reprezentowane przez
liczby calkowite. W tym temacie dowiesz sig, jak komputery radzg sobie
z liczbami rzeczywistymi.

Cele lekcji

m 7Znajdziesz rozwinigcie binarne utamka wiasciwego.

® Poznasz reprezentacje stato- i zmiennoprzecinkowa liczb rzeczywistych,
m Dowiesz sig, czym jest normalizacja reprezentaciji zmiennoprzecinkowej,
m \Wykonasz dziatania arytmetyczne na liczbach zmiennoprzecinkowych.

5.1. Rozwiniecie binarne utamka wtasciwego

W czeéci drugiej podrecznika, przy okazji omawiania systemy
dwdjkowego, znajdowaliémy reprezentacj¢ binarng liczby catkowitej
dodatniej zapisanej w systemie dziesigtnym. Teraz wyznaczymy rozy;.
niecie binarne utamka zapisanego w systemie dziesigtnym.

Zat6zmy, ze mamy dodatni utamek wiasciwy. Na poczatku mnozy-
my wyjéciowy utamek przez 2. Czgé¢ catkowita wyniku (moze niy
by¢ tylko 1 lub 0) odpowiada pierwszej cyfrze szukanego rozwinje.
cia binarnego. Cze$¢ utamkowa wyniku wykorzystamy do wyznacze-
nia kolejnej cyfry rozwinigcia binarnego — postepujemy z nia w tep
sam spos6b co z wyjsciowym utamkiem. Aby znaleZ¢ nastepne cyfry,
czynnoéci powtarzamy. Dziatanie algorytmu na przykladzie utamka 5

przedstawia tabela 5.1. Dla tego utamka algorytm koriczy dziafanie, gdy
licznik czeéci utamkowej jest réwny 0.

i .'3.’ C

gilil i
i fE s g % 0 |
52 0 5 05 |
%-2 E 1 % 0,101 _:“

Tabela 5.1. Kolejne etapy wyznaczania rozwinigcia binarnego uramkaE

5. Reprezentacia liczb rzeczywistych w komputerze Il

Jednak nie kazdy utamek wtasciwy, ktéry ma skoficzone rozwiniecie
dziesigtne, ma tez skoficzone rozwiniecie binarne. Przyktadem jest uta-

mek 0 Tabela 5.2 ilustruje wyznaczanie jego rozwinigcia binarnego.

Wykonywane : Czesc catkowita Czesé L’Hémkowa'f

dziatanie wyniku | wyniku Zapis binarny
e 0 | % | 00 |
T e
v - o g flowrate o_ooo L0 b1
5.2 L % ----- 0,0001
%2 : % ey
-_%-2 & —150— 0,000110
22 0 _% _ | oooot100
_1%.2 1 % 000011001
2.2 1 % 0,000110011
I i e
= 00001100110 |

R ED | o | ﬁ&oom ) ;

Tabela 5.2. Poszukiwanie rozwinigcia binamego ulamka %

Jak wida¢, licznik czeéci ulamkowej nigdy nie bedzie réwny 0.
Otrzymywane czesci catkowite i utamkowe od pewnego miejsca sie
powlarzajg — zaznaczone s3 w tabeli 5.2 réznymi odcieniami zieleni

(po 4 kolejne wiersze). Wynikiem jest zatem utamek okresowy.

Cwiczenie 1

Zmjdz rozwinigcie binarne utamkéw {—3 i %

Zastanéwmy sie, dla jakich utamkéw otrzymamy rozwiniecie binar-
ne skoriczone, a dla jakich — nieskoriczone okresowe. Wezmy liczbe
binarng o skoficzonym rozwinieciu, np. 0,1011,, i znajdZmy jej repre-
zentacje w systemie dziesigtnym. Aby to zrobi¢, postepujemy podobnie
jak w przypadku liczb catkowitych — mnozymy cyfry binarne czeéci
ulamkowej liczby przez odpowiednie potegi podstawy systemu, czyli
potegi liczby 2. W przypadku zamiany czeéci utamkowej wyktadniki
poteg beda ujemne:

010k =1:9 40«92+ 1. 9% 1. 9610 1 1 11
2 + + 12> 1-2 2t e st 16716

) Dobra rada

Pamigtaj, ze utamek
wiasciwy (jako liczba
wymierna) w systemie
dziesietnym ma
rozwiniecie dziesigtne
skoriczone albo
nieskoriczone okresowe.

[£] Warto wiedzieé

W systemie dziesigtnym
skoriczone rozwinigcie
dziesigtne majg te utamki,
w kiérych w postaci
nieskracalnej mianownik
jest loczynem potegi
liczby 2 i potegi liczby 5.

99



ﬂ' Dobra rada

Jesdli cheesz znaleZé
reprezentacjg binarng
liczby, ktdra w systemie
dziesietnym sklada sie

z czesci calkowite) réznej
od zera oraz czesci
ulamkowsj (np. liczby 1,25),
musisz zamienia¢
oddzielnie czesé calkowita
i czedé utamkows.

Do zamiany czesci
calkowitej wykorzystaj
sposob omdwiony

w podreczniku Informatyka
na czasie 2. Zakres
rozszerzony (s. 268-29,
33-35).

100

B Rozdzial 2. Algorytmy numeryczne

Na podstawie tego przykiadu mozna zauwazy¢, ze skoriczone rozwi-
niecie binarne maja ufamki wlasciwe nieskracalne, ktérych mianow-
nikiem jest potega liczby 2. Pozostale utamki zwykle, takze te o skon-
czonym rozwinieciu dziesietnym, maja okresowe rozwiniecie binarne.

CGwiczenie 2
ZnajdZ reprezentacje liczby 0,00011, w systemie dziesigtnym.

Oméwimy algorytmy wyznaczajace rozwiniecia binarne utamkéw
wladciwych nieskracalnych zapisanych w systemie dziesietnym. Naj-
pierw rozwazymy przypadek, gdy mianownik utambka jest potega liczby 2,
a wiec rozwiniecie binarne utamka bedzie skoriczone. Oto specyfikacja
problemu oraz zapis algorytmu w pseudokodzie:

Specyfikacja

Dane: licz, mian — liczby catkowite dodatnie reprezentujace licz-
nik i mianownik utamka, licz < mian, mian = 2", gdzie n — liczba
calkowita dodatnia, NWD(licz, mian) = 1.

Wiynik: s — napis reprezentujacy rozwinigcie binarne ulambka.

s < "9"

dopdki licz > @ wykonuj
licz: « licz % 2
jesli licz div mian = 1 to s < s + "{"
w przeciwnym przypadku s « s + "@"
licz « licz mod mian

Wartoécia poczatkowa wyniku s jest napis ,0,". Mnozymy licznik
przez 2. Jedli czeéé catkowita z dzielenia otrzymanego wyniku przez
mianownik jest réwna 1, to na koricu wyniku dopisujemy cyfre 1.
W przeciwnym przypadku dopisujemy cyfre 0. Nowa warto$¢ licznika
to reszta z dzielenia licznika przez mianownik. Dziatania powtarzamy,
dopdki licznik jest wigkszy od 0.

Cwiczenie 3
Napisz program znajdujacy rozwiniecie binarne nieskracalnego
ufamka wiasciwego, ktérego mianownik jest potega liczby 2.

Trudniejszym problemem jest wyznaczenie okresu rozwiniecia
binarnego utamkéw nieskracalnych, ktérych mianownik nie jest pote-
ga liczby 2. Nalezy wéwczas pamigtaé znajdowane wartoéci czeéci cal-
kowitej i licznika cze$ci utamkowej (mianownika nie musimy pamie-
ta¢, poniewaz jest caly czas taki sam — utamka nie skracamy).

5. Reprezentacia liczb rzeczywistych w komputerze Il

Poniewaz nie wiemy, jak diugi bedzie okres, powinniémy uzyé dyna-
micznej struktury danych, np. zmiennej typu vector. Po kazdym Deklaracja zmiennej
mnozeniu przez 2 nalezy sprawdzi¢, czy czeéé catkowita i licznik juz ~PU vector,
wystapily. Jedli tak, koriczymy obliczenia. Okres rozpoczyna sie od i
miejsca, w ktérym aktualnie policzone wartosci czesci catkowitej i licz-
nika wystapity po raz pierwszy. Jesli obliczone cze$¢ callowita i licznik
jeszcze nie wystapity, to ich wartosci dopisujemy na koricu struktury

danych przechowujacej te wartosci. ) Dobra rada
Oto specyfikacja problemu znajdowania rozwiniecia binarnego ulamka ~ Zamiast typu vector
wiasciwego nieskracalnego, ktérego mianownik nie jest potega liczby 2: ~ M0Zesz uzyc typu list.

Specyfikacja

Dane: 1icz, mian — liczby catkowite dodatnie reprezentujgce licz-
nik i mianownik utamka, licz < mian, mian = 2", gdzie n — liczba
catkowita dodatnia, NWD(licz, mian) = 1.

Wynik: s — napis reprezentujacy rozwiniecie binarne utamka.

Przyjmijmy, Ze elementami zmiennej Tab sa pary liczb catkowitych
reprezentujacych odpowiednio czesé catkowita i licznik czesci utam-
kowej. Niech m oznacza aktualng liczbe elementéw zmiennej Tab.
W zmiennej calk bedzie pamietana czeéé catkowita. Oto zapis algo-
rytmu w pseudokodzie:

s - "g"
jest_okres <« falsz
dopbki nie jest_okres wykonuj
licz < licz x 2
calk < licz div mian
licz < licz mod mian
i+ 8
dopéki i < m oraz nie jest_okres wykonuj
jesli Tab[i].calk=calk oraz Tab[i].licz=licz to
jest_okres ¢« prawda
w przeciwnym wypadku
ie=1i+1
jesli nie jest_okres to
dodaj nowy element na koncu Tab
Tab[m-1].calk + calk
Tab[m-1].licz < licz
dla j < @, 1, .., m = 1 wykonuj
jesSli j =1 tos « s + "("
jeéli Tab[jl.calk =1 to s « s + ""
W przeciwnym przypadku s < s + "@"
§ =g g e

/malezienie okresu sygnalizuje zmienna jest_okres. Gdy okres
/oslanic znaleziony (za jego poszukiwanie odpowiada wewnetrzna petla
(opoki), wowczas zmienna i zapamieta miejsce rozpoczecia okresu.
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Fragment kodu ©

Zrédiowego programu

znajdujacego
rozwinigcie binarne
utamka witasciwego

nieskracalnego, ktérego

102

mianownik nie jest
potegaq liczby 2 -
funkcjamain

Budujac napis reprezentujacy rozwiniecie binarne ulamka, przegla-
damy wszystkie elementy zmiennej Tab. Bezpoérednio przed elemen-
tem o indeksie i dopisujemy nawias otwierajacy, ktéry wskazuje roz-
poczecie okresu. Na koricu dopisujemy nawias zamykajacy.

W programie realizujagcym oméwiony algorytm czesci catkowite
i liczniki bedziemy pamietaé w zmiennej typu vector. Kazdy element
tej zmiennej bedzie przechowywat pare liczb: cz¢é¢ catkowita i licznik
wyliczone w jednym kroku algorytmu. Do przechowania takiej pary
wykorzystamy strukture o nazwie wymierna. Oto jej definicja:

struct wymierna

{

int calk;
int licz;
Y

Kod #rédtowy funkeji main moze by¢ nastepujacy:

int main()

5 4}

Fid

3. int licz, mian, i, j;

4. cout<¢<"Licanik: "; cin»licz;

5 cout<<"Mianownik: "; ecin>>mian;

6. string s="0,";

Tl bool jest_okres=false;

8. wymierna w;

9. vector<wymiernay Tab;

10. while (!jest_okres)

14 {

A2 licz=licz*2;

155 w.calk=licz/mian;

14. licz=licz%mian;

i Ho w.licz=licz;

16. i=@;

il while (i<Tab.size() 8& !jest_okres)

18. if (Tab[i].calk==w.calk && Tab[i].licz==w.licz)
19. jest_okres=true; |
20, else i++;

21. if (!jest_okres) Tab.push_back(w);

22. 1 ;
23, for (j=0;j<Tab.size();j++) ;
24, { '
25, if (j==i) s=s+("

26. if (Tab[j] calk==1) s=s+'1';

27. else s=s+'0@';

28. }

29, s=s+');

30. cout¢<"Rozwiniecie binarne: "«s;

31 return 9;

3241}

5. Reprezentacja liczb rzeczywistych w komputerze

W linii 9 zadeklarowana jest zmienna Tab typu vector, skladaja-
ca sie z elementéw typu wymierna. Petla w liniach 10-22 poszukuje
okresu rozwiniecia binarnego. W zmiennej w typu wymierna pamie-
tane s3 policzone ostatnio czes$é¢ catkowita i licznik czesci utamkowej
(linie 1:.%—15).111"@tla w liniach '17—2(.} sprawdza’, czy ta para wtartos'.m juz @Dobr -
wystapila. Jedli tak, to w zmiennej i zapamietywany jest indeks ele- ,

K kto . - 2 - Dynamiczne siruktury
mentu wektora, w ktorym zapisane jest pierwsze wystapienie tej Pary.  ganyeh stosujwiedy,
Jesli para jeszcze nie wystapila, to warto§¢ zmiennej w dodawana jest  gdy nie znasz iczby
jako nowy element na koricu wektora (linia 21). Petla w liniach 23-28 ieami:mgm program
przeglada wektor i zapisuje w zmiennej s rozwiniecie binarne utamka. il
Dla elementu o indeksie i (poczatek okresu) dodaje nawias otwierajacy
(linia 25). W linii 29 dodawany jest nawias zamykajacy (koriczacy okres).

Rysunek 5.1 przedstawia efekt wykonania programu dla utamka %

Licznik: 1
Mianownil: 18
Rozwiniecie binarne: ©,8(eell)

Rys. 5.1. Efekt wykonania programu dia ulamka 1‘—0
Cwiczenie 4

Napisz program znajdujacy rozwiniecie binarne utamka wiasciwego
nieskracalnego, ktérego mianownik nie jest potega liczby 2.

{éi- Zapamietaj

Skoriczone rozwinigcie binarne maja tylko utamki wiasciwe
nieskracalne, ktorych mianownikiem jest potega liczby 2. Pozostale
utamki zwykte, takze te o skonczonym rozwinieciu dziesietnym,
majg okresowe rozwiniecie binarne.

5.2. Reprezentacja stato- i zmiennoprzecinkowa liczb
rzeczywistych

Liczby rzeczywiste, podobnie jak liczby catkowite, s3 pamietane w kom-
puterze w postaci binarnej. Na ich reprezentacje przeznacza sig skori-
czong liczbe bajtéw. Poniewaz wiele liczb wymiernych oraz liczby nie-
wymierne maja nieskoriczone rozwinigcie binarne cze$ci utamkowej,
sa pamietane przez komputer w przyblizeniu. Konsekwencje tego moz-
na zaobserwowac¢ po uruchomieniu programu ze s. 104, ktéry dodaje
sto tysiecy liczb 0,1 (liczba 0,1 ma nieskoriczone rozwinigcie binarne).
Wykorzystany w programie typ float poznasz w dalszej czgéci tematu.
Rysunek 5.2 na s. 104 przedstawia efekt wykonania programu.
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Kod Zrédiowy programu @

dodajgcego 1. #include <iostream>
100 000 liczb 0,1 2. using namespace std;
oraz wskazujacego roznice 9.
migdzy otrzymanym | , | oonet int N=100000;

a poprawnym wynikiem i f
6. int main()
fifilka'e |
8. float liczba=®.1, suma=@;
g. for (int i=@;i¢N:i++) suma+=liczba;
1@. cout<¢"Wynik dodawania: "<suma<<endl;
1 4 cout«<"Poprawny wynik: "<«N#xliczba<<endl;
421 cout«<"Blad: "«N#liczba-suma<<endl;
13 return @;
14, }

Rys. 5.2. Efekt wykonania programu dodajacego 100 000 liczb 0,1 oraz
wskazujgcego réznice miedzy otrzymanym a poprawnym wynikiem

Reprezentacja staloprzecinkowa (stalopozycyjna)

Reprezentacja © W reprezentacji statoprzecinkowej (stalopozycyjnej) liczb przezna-
staloprzecinkowa i = ; e 2 tga | o
s cza sie okreslona lllczb@ bltowlr na czes¢ caﬂfo*.mtq llcz.by i na jej czgs¢
ulamkowsg. Czeéci te traktuje si¢ niezaleznie. Polozenie przecinka

oddzielajacego cze$¢ catkowita od ulamkowej jest stale.
Tabela 5.3 przedstawia zaokraglenia wartos$ci 0,0(0011),, czyli utam-

[2) warto wiedzieé 1
Poniewaz czesé calkowita  Ka ST systemie dziesietnym, w zaleznoéci od liczby bitéw przeznaczo-
zawiera informacje

nych na reprezentacje czesci u i.
o znaku liczby, zapisuje sie Y P € Cz& famkowej

ja w kodzie U2, ; ,
| e || Emtns | R RAEE N PRI
| ha czesc utamkowg il 7 wartoSci binarnej
T —— 00 i T
2 0,00 o
Py o pag e
|4 0,0010 0,125
5 0,00011 _6.093?;h
6 0,000110 0,09375
7 0,0001101 0,1015625 i
8 0,00011010 0,1015625 i e

Tabela 5.3. Zaokraglenia liczby 0,0(0011), w zaleznoscei od liczby bitow
przeznaczonych na czesc utamkows oraz wartosci dziesietne zackragleri
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5. Reprezentacja liczb rzeczywistych w komputerze 1l

Zaokraglenie czesci utamkowej odbywa sig w nastepujacy sposéb: jesli
pierwsza niemieszczgca sie cyfra jest zero, to odrzucane sa wszystkie
niemieszczace sie cyfry bez zmiany wartosci zaokraglenia. W przeciw-
nym przypadku do ostatniej pozycji zaokraglenia dodaje sig 1.
Cwiczenie 5
ZnajdZ reprezentacje w systemie dziesietnym zaokraglonej wartosci
binarnej:

a. liczby Tlﬁ' jesli na cze$c¢ ulamkowa przeznaczono 9 bitéw,

b. liczby % jeéli na czesé utamkows przeznaczono 8 bitéw,

c. liczby %, jesli na czes¢ utamkowa przeznaczono 7 bitéw.

Przypusc¢my, ze na czeé¢ calkowita i ultamkowa przeznaczono po
1 bajcie (8 bitéw) pamigci. Wéwczas liczba 100,1 zapisana w systemie
dziesigtnym bedzie miata reprezentacje staloprzecinkows taks jak na
rysunku 5.3.

IO‘I 1001 O(?] I0001 101 O]

Czesc catkowita Czesc utamkowa

Rys. 5.3. Reprezentacja statoprzecinkowa liczby 100,1 w systemie dwdjkowym,
jesli na czesé calkowita i utamkowg przeznaczono po 1 bajcie

Reprezentacja statoprzecinkowa liczb jest malo praktyczna, zwlasz-
cza w programach, w ktérych beda stosowane liczby z szerokiego
zakresu (od bardzo duzych po bardzo mate). Na przyklad w astronomii
uzywa sie czesto bardzo duzych liczb, a doktadnosé czesci utamkowe;
nie ma wigkszego znaczenia. Z kolei w mikrobiologii czy fizyce kwan-
towej wazna jest duza precyzja czesci utamkowej. Uzycie reprezentaciji
staloprzecinkowej do zapisu liczb z tak duzego zakresu wymaga wielu
bajtéw pamieci, ktore czesto nie bytyby wykorzystane. Dlatego przed-
stawimy bardziej praktyczny sposob reprezentacji liczb rzeczywistych
w komputerze.

-,Ci— Zapamietaj

W reprezentaciji statoprzecinkowej (stalopozycyinej) liczb
przeznacza sig okreslona liczbe bitéw na czes¢ catkowita i czesé
utamkowa liczby. Cze$é catkowitg oraz czesc utamkows trakiuje
sie niezaleznie. Reprezentacja statoprzecinkowa jest mato
praktyczna w przypadku zapisywania liczb z szerokiego zakresu.

[2] Warto wiedzieé

W arytmetyce liczb
statoprzecinkowych
obowiazujg prawa
facznosei i przemiennosci
dodawania.
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Reprezentacja zmiennoprzecinkowa (zmiennopozycyjna)

Reprezentacia® W reprezentacji zmiennoprzecinkowej (zmiennopozycyjnej)
zmiennoprzecinkowa  Jiezh przecinek oddzielajacy czeéé¢ catkowita od utamkowej nie ma
(zmiennopozycyjna) liczb g = .. E : .

staltej pozycji. Liczbe x w reprezentacji zmiennoprzecinkowej przed-

stawia wzoér:

Mantysa @ x = m - p°, gdzie m — mantysa,
p — podstawa systemu, w ktérym zapisana jest liczba,
Cecha© ¢ — cecha, wyrazona liczba calkowita.

Stosujac powyzszy wzér, dang liczbe mozna przedstawié¢ w rézny
sposéb. Na przyktad w systemie dziesigtnym liczbe 123,456 mozna
zapisa¢ m.in. jako 0,123456 - 10° lub 1,23456 - 10%. Aby liczba miata jed-
noznaczng reprezentacje zmiennoprzecinkowa, na mantyse narzucane
sa pewne warunki. Powinna by¢ ona liczba z przedzialu [1; p), gdzie p
jest podstawg systemu liczbowego. Méwimy, ze liczba zapisana z taka

Postaé znormalizowana © mantysa jest w postaci znormalizowanej. Liczba 123,456 zapisana
w tej postaci wyglada nastepujaco: 1,23456 - 10°. Mantysa jest réwna
1,23456, a cecha 2. Zwr6¢ uwage, ze w postaci znormalizowanej man-
tysa jest zawsze dodatnia, wiec oddzielnie trzeba pamieta¢ znak liczby.
Nie da sie zapisa¢ w postaci znormalizowanej liczby 0.

W opisanym przykladzie widaé, ze przesunigcie przecinka w man-
tysie wplywa na warto$é cechy. Na przyklad przesuniecie przecinka
w prawo o jedng pozycje skutkuje zmniejszeniem cechy o 1, z kolei prze-

[5] Warto wiedzieé
Przyjmuje sig, ze liczba 0
jest reprezentowana przez
mantyse rowna 0.

[3] Warto wiedzieé

Reprezentacja
zmiennoprzecinkowa
nazywana jest tez notacja
wykladnicza (naukowa).
Whykorzystuje sie ja czesto
w raznych dziedzinach. Na
przykiad statg grawitaciji
zapisuje sig w postaci:

G =6,67259 - 107",

suniecie przecinka w lewo o jedna pozycje — zwigkszeniem cechy o 1.
Zajmiemy sie teraz reprezentacjg zmiennoprzecinkowg liczb binar-

nych w postaci znormalizowanej. W przypadku tych liczb nie trzeba

pamigtaé czesci catkowitej mantysy, poniewaz jest ona zawsze réwna 1.

Liczbe binarna mozna reprezentowac jako znak liczby oraz pare liczb:

mantyse i ceche. Liczbe mozna wigc wyrazi¢ wzorem:

x = (-1)™* . mantysa - 2°"", gdzie znak — liczba 0 dla liczby dodatniej

11 dla liczby ujemne;j.

Jak zaokraglenie liczby moze zmienic¢ skiad parlamentu?

Konsekwencje zaokraglania liczb mogg mie¢ duzy wplyw na zycie obywateli. 5 kwietnia
1992 r. podczas wybordw do parlamentu w Szlezwiku-Holsztynie, jednym z krajow
zwigzkowych Niemiec, o maty wios nie doszio do powaznej pomytki. Aby wejsc

do parlamentu, partia musiata zdoby¢ minimum 5% gtosow. Po podiiczeniu gtosow
wydawato sie, ze jedno ze startujgcych ugrupowan uzyskato dokiadnie tyle.

Okazalo sie jednak, ze naprawde byto to 4,97% gtoséw, a program
komputerowy zaokraglit wynik do jednego migjsca po przecinku,
czyli 5,0%. Na szczescie btad wykryto na czas i odpowiednio
przeliczono mandaty do parlamentu.
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W jezyku C++ do pamietania liczb zmiennoprzecinkowych najcze-
ficiej uzywa sie dwoch typdw zmiennych:

» lypu float, wykorzystujacego 4 bajty (32 bity) pamieci z przeznacze-
niem: 1 bitu na znak, 8 bitéw na ceche, 23 bitéw na mantyse,

b lypudouble, wykorzystujacego 8 bajtéw (64 bity) pamieci z przezna-
czeniem: 1 bitu na znak, 11 bitéw na ceche, 52 bitéw na mantyse.
l.iczby zmiennoprzecinkowe zapisane na 32 bitach nazywane sg licz-

hami pojedynczej precyzji, natomiast zapisane na 64 bitach — liczba-

mi podwdjnej precyzji. Rysunki 5.4 i 5.5 przedstawiajg schematy repre-

sentacji liczb zmiennoprzecinkowych pojedynczej i podwdjnej precyzii.

Al cecha mantysa

M| |

4180 5320 ' 0
I'yn. 5.4. Reprezentacja liczby zmiennoprzecinkowe] pojedynczej precyzji

Ak cecha mantysa

© Liczba pojedynczej

precyzji, liczba
podwdjnej precyzji

V[ |

Tid 52
Iyn. 5.5. Reprezentacja liczby zmiennoprzecinkowej podwajnej precyzji

O precyzji, czyli doktadnoéci (liczbie cyfr znaczacych), decyduje licz-
I bitéw przeznaczonych na mantyse. O zakresie decyduje liczba bitéw
przeznaczonych na ceche. Tabela 5.4 przedstawia zakresy oraz precyzje
liczh typu float oraz double.

Nazwa Liczba i
lypu  bajtow fh | i i | |
i | Liczby rzeczywiste z zakresu od 1,17549 - 1078 do 3,40282 - 10%,

| Przeznaczenieizakres |

float 4 ' w ktdrych liczba cyfr znaczacych (dokladnosd) jest nie wigksza
i Lniz 7
: | Liczby rzeczywiste z zakresu od 2,22507-10%% do 1,79769 1078,
double 8 - w ktérych liczba cyfr znaczacych (dokladnosc) jest nie wigksza

niz 15

lnholn 5.4. Zakresy | doktadnosc typow zmiennoprzecinkowych

(‘ccha jest pamigtana przez komputer w tzw. kodzie z nadmiarem.
Il liczb pojedynczej precyzji nadmiar wynosi 127. Oznacza to, e aby
tbliczyd, ile jest réwna cecha, od pamietanej wartosci cechy nalezy
udjyc 127, Kod z nadmiarem umozliwia dowolne przesunigcie prze-
ilzinlu reprezentowanych wartosci. W tym przypadku reprezentowany
Jost przedziat [-127; 128]. Skrajne wartosci sa zarezerwowane, m.in. na
1eprezentacje zera. Dla liczb podwdjnej precyzji nadmiar wynosi 1023.

[£) warto wiedzieé

Sposdb reprezentacji liczb
zmiennoprzecinkowych
pojedynczej i padwojnej
precyzji opisuje standard
|IEEE 754.

© Kod z nadmiarem

¢} Dobra rada
Pamietaj, ze zero

w znormalizowanej
postaci nie ma swojej
reprezentacji.
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[3) Warto wiedzieé

Pierwszym komputerem
wykorzystujgacym

binarne liczby
Zmiennoprzecinkowe

byl komputer Z1.
Skonstruowal go w 1938 r.
niemiecki inzynier

Konrad Zuse.

[2) Warto wiedzie¢

W reprezentacji binarnej
liczby w postaci
znormalizowanej pierwsza
cyfra mantysy (jej czesé
catkowita) jest zawsze
rdwna 1, dlatego nie trzeba
jel pamietac. Dzieki temu
na reprezentacje mantysy
mozna przeznaczyd jeden
bit wiecej,

B Warto wiedzieé

Komputer moze byd
wyposazony w koprocesor
arytmetyczny, ktdry
wspomaga procesor

w wykonywaniu

dzialan na liczbach
zmiennoprzecinkowych.
Ma to znaczenie
szczegalnie w programach,
ktore wykonuja duzo takich
obliczen, np. w grach
komputerowych
wyznaczajacych
wspoirzedne obiektéw

w przestrzeni czy
programach do tworzenia
modeli 20 i 3D.
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B Rozdziat 2. Algorytmy numeryczne

Rysunki 5.6 i 5.7 przedstawiaja reprezentacje liczb 0,5 -100,1 (w sys-
temie dziesigtnym) jako liczb zmiennoprzecinkowych pojedynczej pre-
cyzji (typ float).

znak cecha mantysa
3130 2322
Fly_s. 5.6. ngre.zentacja binarna liczby 0,5 jako liczby zmiennoprzecinkowej
pojedynczej precyzji (typ float)

znak cecha mantysa
M I |

1/1]ofo]olo[1|o]1]4

114 Fi5

e oy L L o o e ot 0

Fty_s. 5.7. ngrezentacja binarna liczby -100,1 jako liczby zmiennoprzecinkowej
pojedynczej precyzii (typ float)

Dla liczby 0,5 pamietana warto$¢ cechy wynosi 126, po odjeciu 127
otrzymujemy ceche —1. Pamietana mantysa to 0, ale trzeba dodaé do
niej 1. Otrzymujemy wartosé 1,0, ktérej przecinek nalezy przesunaé
o’ 1 pozycje w lewo (cecha -1). Liczba 0,1, to liczba 0,5 w systemie dzie-
sietnym.

W przypadku liczby dziesigtnej —100,1 pamietana cecha to 133, po
odjeciu 127 otrzymujemy ceche 6. Po dodaniu 1 do mantysy otrzy-
mujemy mantyse 1,100100000110011..., a po przesunieciu w prawo
przecinka o 6 pozycji — liczbe binarng: 1100100,000110011... Czeéé
catkowita 1100100 ma wartosé¢ dziesietng 100, a czeéé utamkowa to
zaokraglone rozwinigcie utamka dziesietnego 0,1. Bit znaku jestréwny 1,
wigc liczba jest ujemna.

Cwiczenie 6

Podaj reprezentacje liczby zapisanej w systemie dziesigtnym jako
liczba zmiennoprzecinkowa pojedynczej precyzji.

a. 10,25

b. -0,2

G Zapamietaj

Liczby rzeczywiste sg reprezentowane w komputerze najczesciej
W postaci znormalizowanej zmiennoprzecinkowej. Pamietane sa:
znak liczby, jej mantysa i cecha. Liczbe binarng mozna wyrazi¢
wzorem:

X = (1" . mantysa - 2°cha

5. Reprezentacja liczb rzeczywistych w komputerze i

5.3. Dziatania arytmetyczne na liczbach
zmiennoprzecinkowych

Wyjagnimy najpierw, jak wykona¢ mnozenie i dzielenie liczb zmienno-
przecinkowych. Nastepnie zajmiemy sie dodawaniem i odejmowaniem
takich liczb.

Mnozenie i dzielenie liczb zmiennoprzecinkowych

Zeby pomnozy¢ dwie liczby zmiennoprzecinkowe, nalezy ustali¢ znak

wyniku, pomnozy¢ mantysy i doda¢ cechy. Jesli w otrzymanym wyni-

ku mantysa nie jest z przedziatu [1; p), gdzie p — podstawa systemu
liczbowego, nalezy przeksztalci¢ wynik tak, aby byl w postaci znor-
malizowanej.

Mnozenie przyktadowych liczb 9,8765 - 10* i —4,321 - 10* zapisanych

w systemie dziesietnym wykonalibysmy nastgpujaco:

1. Ustalamy znak wyniku: znaki liczb sa przeciwne, wigc wynik bedzie
ujemny.

2. Mnozymy mantysy: 9,8765 - 4,321 = 42,6763565.

3. Dodajemy cechy: 3 + 2 = 5.

4. Sprawdzamy, czy mantysa jest z przedzialu [1; 10). Poniewaz nie jest,
przeksztalcamy otrzymany wynik (—42,6763565 - 10°) tak, aby man-
tysa nalezala do wskazanego przedziatu. W tym celu trzeba prze-
sunaé przecinek o jedna pozycje w lewo, co skutkuje zwigkszeniem
cechy o 1. Otrzymujemy zatem wynik: —4,26763565 - 10°.

Przy dzieleniu liczb zmiennoprzecinkowych ustala si¢ znak wyni-
ku, dzieli mantysy i odejmuje cechy. Je$li otrzymany wynik nie jest
w postaci znormalizowanej, nalezy go przeksztalci¢ do takiej postaci.

Dodawanie i odejmowanie liczb zmiennoprzecinkowych

Liczby zmiennoprzecinkowe mozna dodawaé i odejmowac tylko wtedy,
gdy maja takie same cechy. Jesli dodawane (odejmowane) liczby maja
réwne cechy, wystarczy doda¢ (odja¢) mantysy, a nastepnie w razie
potrzeby znormalizowa¢ wynik. Jesli cechy liczb sa rézne, to liczbe,
ktéra ma mniejsza ceche, przeksztatcamy tak, aby miata ceche taka jak
druga liczba.

Na przyktad aby dodaé liczby 9,8765 - 10° oraz 4,321 - 10* zapisane
w systemie dziesigtnym, przeksztalcamy druga liczbg tak, aby miata
ceche réwna 3. Bedzie miala ona wéwczas postaé 0,4321 - 10°. Zatem:
9,8765 - 10° + 0,4321 - 10% = 10,3086 - 10%. Po znormalizowaniu otrzy-
mujemy wynik 1,03086 - 10,

Cwiczenie 7

Oblicz:
a.5123.107".4,987 - 10%,
b. 5,123.10 " + 4,987 - 10°.

Postac¢ znormalizowana,
5. 106 (&'

[3] Warto wiedzieé

W arytmetyce liczb
zmiennoprzecinkowych
wynik moze zaleze¢ od
kolejnosci wykonywanych
dziatan, np. dia liczb

a, bic:wynik (@+b)+c
moze byé rozny od wyniku
a+(b+o).
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B Rozdzial 2. Algorytmy numeryczne

Podsumowanie

= Skoriczone rozwiniecie binarne majg tylko te utamki wtasciwe, ktérych mianownikiem

w postaci nieskracalnej jest potega liczby 2.

Utamki wlaéciwe, ktére w postaci nieskracalnej maja mianownik niebedacy potega licz-

by 2, w systemie binarnym sa utamkami okresowymi.

= W algorytmie wyznaczajacym rozwiniecie binarne utamka wlasciwego mnozy sie ten
utamek przez 2: czes¢ catkowita wyniku jest pierwsza cyfra rozwiniecia binarnego,
a cze$¢ utamkows mnozy sig przez 2, aby wyznaczyé kolejna cyfre rozwinigcia binarnego.
Czynnosci powtarza sie do momentu uzyskania licznika czesci utamkowej réwnego 0
lub znalezienia okresu.

= Liczby rzeczywiste mozna reprezentowad w postaci staloprzecinkowej (statopozycyjnej)
oraz zmiennoprzecinkowej (zmiennopozycyjnej).

= W reprezentacji staloprzecinkowej przeznacza sie stalg liczbe bitéw na czeéé catkowita
oraz na czes¢ utamkows. Przecinek oddzielajacy czesé catkowita od utamkowej ma staty
pozycje.

= W reprezentacji zmiennoprzecinkowej liczbe zapisuje si¢ w postaci x = m - p*, gdzie m —
mantysa, p — podstawa systemu, w ktérym zapisana jest liczba, ¢ — cecha, wyrazona
liczb catkowita. Przecinek nie ma stalej pozycji w reprezentacji liczby.

= Postac zmiennoprzecinkows liczby nazywamy znormalizowan, jeéli mantysa jest liczbg
z przedziatu [1; p), gdzie p — podstawa systemu.

® Zapis zmiennoprzecinkowy jest bardziej uniwersalny od zapisu staloprzecinkowego, po-
niewaz pozwala pamieta¢ liczby z wykorzystaniem mniejszej liczby bajtéw.

= Liczby rzeczywiste w komputerze pamietane sa najczeéciej jako liczby zmiennoprzecinkowe.

= Aby pomnozy¢ liczby zmiennoprzecinkowe, ustalamy znak wyniku, mnozymy mantysy
i dodajemy cechy. Jegli otrzymany wynik nie jest w postaci znormalizowanej, trzeba
przeksztalcié go do tej postaci.

® Przy dzieleniu liczb zmiennoprzecinkowych ustala si¢ znak wyniku, dzieli mantysy
i odejmuje cechy. Jesli otrzymany wynik nie jest w postaci znormalizowanej, nalezy go
przeksztalcié¢ do takiej postaci.

= Zeby doda¢ (odja¢) liczby zapisane w postaci zmiennoprzecinkowej, wystarczy dodaé
(odjac) mantysy, pod warunkiem ze cechy sa takie same. Jesli cechy nie sa réwne, to jedng
z liczb przeksztalca sie tak, aby obie cechy byly takie same.

Zadania

* Bl Znajdz rozwinigcie binarne utamka %zapisanego w systemie dziesietnym.

* B Znajdz reprezentacje w systemie tréjkowym utamka % zapisanego w systemie
dziesietnym.

* Kl Znajdz binarng reprezentacje statoprzecinkows liczby 123,375 zapisanej w systemie
dziesigtnym. Przeznacz 1 bajt na czeé¢ catkowity oraz 1 bajt na cze$¢ utamkowa.
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5. Reprezentacja liczb rzeczywistych w komputerze Il

it ZnajdZ binarng reprezentacje liczby 100,1 zapisanej w systemie dziesietnym jako liczba
zmiennoprzecinkowa podwdjnej precyzji (typ double).

+# [B Napisz program znajdujacy rozwiniecie binarne ulamka wlasciwego wezytanego
w systemie dziesietnym, ktéry w postaci utamka zwyklego nieskracalnego nie ma
w mianowniku potegi liczby 2. Wykorzystaj typ list.

«# [@ Napisz program znajdujacy rozwiniecie binarne utamka wlasciwego wezytanego
w systemie dziesietnym. Program powinien znajdowad zaréwno rozwiniecia skoticzone,
jak i okresowe,

#* Nl Napisz program znajdujacy reprezentacje statoprzecinkows liczby z przedziatu [0; 255]
zapisanej w systemie dziesietnym w naturalnym kodzie binarnym. Program powinien
wykorzystywa¢ 1 bajt na cze$¢ catkowita i 1 bajt na cze$¢ utamkowa. Wezytaj do
programu niezaleznie cze$é catkowita i czesé utamkows liczby.

+# [B Napisz program symulujacy dodawanie nieujemnych liczb binarnych w reprezentacji
zmiennopozycyjnej, w ktérej na ceche przeznaczony jest 1 bajt i na mantyse takze 1 bajt.
Cechy zapisane s w kodzie z nadmiarem 127. Dane do programu stanowia dwa napisy
zlozone z 16 znakéw 01 1, w kazdym napisie co najmniej jeden bit cechy jest réwny 0.
Wynikiem jest takze napis ztozony z 16 znakéw 01 1, reprezentujacy obliczona sume.
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