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—

Podsumowanie

= Problemy optymalizacyjne to problemy, w ktorych szukamy rozwigzania jak najlepszego,
spelniajgcego okreslone kryterium.

= Podejécie zachtanne w rozwigzywaniu problemu polega na podejmowaniu szeregu de-
cyzji, z ktorych kazda wydaje sig najkorzystniejsza w danym momencie, bez analizowa-
nia ich wplywu na optymalnoé¢ calego rozwigzania. Stosowanie tej strategii prowadzi
czasami do rozwiazania optymalnego, a czasami tylko do rozwigzania przyblizonego.

Problem wydawania reszty polega na przedstawieniu danej kwoty reszty za pomocg jak
najmniejszej liczby banknotéw i monet. Aby rozwiaza¢ ten problem metoda zachlanna,
nalezy wybiera¢ w danym kroku jak najwigkszy nominat nie wiekszy od kwoty, ktdra
pozostala jeszcze do wydania.

= Aby zapobiec kumulowaniu sie bledéw przyblizer w jezyku C++, nalezy unika¢ uzywania
typéw zmiennoprzecinkowych, np. float i double. J

B zadania

+ [l Napisz program, ktéry liczbe wpisang z klawiatury, mniejsza niz 256, zapisze jako sume
poteg liczby 2. Zdefiniuj w kodzie tablicg o wartoéciach 128, 64, 32,16, 8,4, 2, 1.

+ B W pliku, ktéry otrzymasz od nauczyciela (np. mapy_ konturowe.pdf), znajduja sie rozne
mapy. Korzystajac z metody zachtannej, wyznacz minimalng liczbe koloréw, ktére;
trzeba uzyé do pokolorowania kazdej mapy tak, aby kazde dwa sasiednie obszary miaty
rézne kolory.

¥ Napisz program poszukujacy rozwigzania problemu wydawania reszty, gdy masz
ograniczong liczbe kazdego z nominaléw. Zwr6¢ uwage, ze nie kazda reszte uda sie
wydaé (program powinien wtedy wypisa¢ odpowiedni komunikat).

+ B Zmodyfikuj kod zZrédtowy programu Problem kinomana tak, aby dane wezytywac
z klawiatury.

«» [B Napisz program, ktéry wezyta z klawiatury informacje o kolegach i kolezankach
z klasy: imie, pseudonim oraz kolor oczu. Po wprowadzeniu danych program powinien
uporzadkowaé je wediug koloru oczu i wyswietli¢ informacje o osobach rozdzielone
na grupy w zaleznosci od koloru oczu. Grupa najliczniejsza powinna by¢ wyswietlona na
poczatku, a grupa najmniej liczna — na koricu. Zastosuj tablice rownolegfe.

s+ [ Na éwiecie rzadko stosuje sie systemy monetarne, w ktérych nie ma nominatu 2.
Przyktadem jest szyling kenijski, ktérego monety maja wartosci: L, 5, 101 20 szylingdw,
a banknoty: 50, 100, 200, 500 i 1000 szylingéw. Napisz program wydajacy reszte
w tym systemie z uzyciem podejécia zachfannego. Czy algorytm zachfanny jest w tym
wypadku optymalny?

9. Rekurencja

W programowaniu rozwigzan problemow stosowaliémy do tej pory

iloracje, czyli technike polegajaca na wielokrotnym powtarzaniu — w petli —
instrukcji zapisanych w tekécie programu. Istnieje jednak inna technika
programistyczna, ktora rowniez wiaze sie z powtarzaniem tego samego
lrngmentu kodu, cho¢ instrukcja petli jawnie w kodzie Zrodiowym nie
wystepuje. Jest to rekurencja. W tym temacie dowiesz sig, czym jest funkcja
1ekurencyjna, jakie ma zalety, a takze dlaczego nalezy jej uzywac z rozwaga.

Cele lekciji

= Dowiesz sig, czym Jest rekurencja, oraz zrozumiesz istote rekurencyjnego
rozwigzywania problemaow,

" Poznasz przykiad prostego fraktala w postaci drzewa binarmego.

" Nauczysz sie zapisywad funkcje rekurencyjne w jezyku C++.

» Poznasz ograniczenia, jakie ma stosowanie techniki rekurencii.

» Nauczysz sie na przykladach, jak rekurencje zastgpid iteracjg i na odwrot,

5.1. Czym jest rekurencja?

llekurencja lub rekursja (ang. recursion) w programowaniu ozna- © Rekurencia (rekursja)

cza odwotanie si¢ w wybranym kroku algorytmu rozwiazywania
problemu do tego samego problemu, ale dla mniejszego rozmiaru
danych. Algorytm, w ktérym stosuje sie takie podejscie, nazywamy
ilgorytmem rekurencyjnym.

Podejécie rekurencyjne w rozwiazywaniu problemu algorytmicznego
jost procesem dwufazowym. Pierwsza faza to redukcja rozmiaru pro-
blemu, druga to faczenie czesciowych wynikéw pochodzacych z roz-
wijzania tych mniejszych probleméw.

Jogli danego problemu nie potrafimy rozwigzaé, gdyz n-elementowy
vhidr danych jest zbyt ztozony, to umiejetnie redukujemy go do podob-
nepo problemu, ale dla zbioru o np. # — 1 elementach. Taki problem
moze byé tatwiej rozwiazad. Jedli ten mniejszy problem weiaz jest zbyt
slozony, to mozemy dalej redukowaé jego zlozono$éé, az dojdziemy do
(nkiego problemu, kt6ry potrafimy rozwiazaé od razu. Pézniej, w fazie
¢hicrania i faczenia czesciowych wynikéw, uzyskujemy rozwiazanie
tnlego problemu.

Aby lepiej zrozumie¢ rekurencje, przyjrzyjmy sie réznym jej przy-
I lacdlom.

Rokurencyjna budowa drzewa binarnego

@ Algorytm rekurencyjny

@ Warto wiedziec

Efekt podobny do
rekurencyjnego mozna
uzyskad, wykorzystujac
lustra | aparat fotograficzny
w sposdb pokazany na
zdjeciu. Mozna tez stana¢
plecami do duzego lustra

i zrobic zdjecie przednim
aparatem telefonu

(tzwv. seffie).

I'vulctal to figura geometryczna, ktérej podstawowa cecha jest samo- © Fraktal

podobienstwo (podobienstwo wewnetrzne, powtarzalno$c). Oznacza
10, 2 we fraktalu mozna wyodrebnic¢ fragmenty podobne do cafej figury.
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Aby narysowac kazde z drzew 2. stopnia, nalezy w podobny sposcb
narysowac drzewa 1. stopnia (rozpoczynajac od lewej strony).

Drzewo binarne rozrasta sie w spos6b rekurencyjny: z kazdego roz-
widlenia wyrastaja dokladnie dwa drzewa nizszego stopnia.

binarne @  Oto kilka przyktadéw drzew binarnych o réznym stopniu zloZono-
§ci (rys. 5.1). Sa one przykladami prostych fraktali.

[3) Warto wiedzie¢
Pojecie fraktala wprowadzil
w latach 70. XX w. Benait

Drzewo

Rekurencyjny przepis na ciasto francuskie

ClaSFO francuskie charakteryzuje sie duza iloscig zawartego w nim
pow1etr.za. Zawdzigczamy to warstwowej strukturze uzyskiwanej
przez wielokrotne sktadanie ciasta (rys. 5.4).

Aby przygotowac ciasto francuskie, nalezy na pewnym etapie wielo-

B. Mandelbrot, urodzony I _

w Warszawie w rodzinie Galg? Drzewo binarne Drzewo binarne Drzewo binarne krotnie wykonywacé takie same polecenia: ci -

: G ? : : : ciast $o

litewskich Zyddw, ktdrzy macierzysta 1. stopnia 2. stopnia 3, stopnia réwng 3-krotnodci jego Szeroi(oéii Nistpa }(') .r(.:'zwafzkuj na cll)lugosc B Wi wistieiag

po | wojnie $wiatowe| g i e, - v ’ nie z10Z je na 2 razy, aby uzy- ;

S arvieszkali w Polsce. Rys. 5.1. Drzewa binarne o roznym stopniu ztoZonosci skaé 3 warstwy i schiodZ. Powtérz te czynnosci foszezs oy, y de@ﬁy fraf?mmt przepisu

Jednym z najba}(dzie} . ) ) da ciasto agcl::skle .

znanych fraktali jest Drzewo 1. stopnia sklada si¢ z dwéch galezi Sk"{adt}’czaccama)’f Chmg:ﬁ:;a,

ﬁ;mxﬁﬂgﬁﬁg odchodzacych od gatezi macierzystej. Galezie te ciasta zapisad nieco

A bardziej formalnie, magiby
on brzmie¢ nastepujaco:

majg dtugosc réwna 0,6 dlugosci galezi macie-
rzystej i sa odchylone od kierunku przez nia
wyznaczonego o ten sam kat — 15 stopni w prawo
i w lewo. Galezie koficowe drzewa 2. stopnia maja
te same pm:ametry w.odn'iesieniu do galezi drze- e A G
wa 1. stopnia. Analogicznie s3 zbudowane drzewa g monodobne drzewa
kolejnych stopni. binarnego

Rysunek 5.2 przedstawia drzewo binarne z zaznaczonymi miejscami
rozwidlenia, ktére wskazuja na cechg samopodobieristwa: fragmenty
podobne do catosci. Drzewo 3. stopnia
dwéch drzew 2. stopnia odpowiednio

Rozwatkuj-Z1di-Schlodé(n):
jesli n = 1, to zakorhcz
rozwalkuj ciasto
216z je na 3 warstwy
schlod? przez 1 godzine

Hys. 5.4. Watkowanie | sktadanie ciasta francuskiego ARl 2 hitachionan-h

2ukiem Mandelbrota.

Zauwaz, ze tak sformutowany opis odwoluje sie do samego siebie

w slowach ,Powtérz te czynnoscei”. Jest to cecha kazdego algorytmu
ickurencyjnego.

z wyzszych czgéci drzewa s3
skiada sie z galezi macierzystej oraz
pomniejszonych i obroconych.
Programy rysujace fraktale najczeéciej wykorzystuja funkcje reku-
rencyjne. Rysunek 5.3 przedstawia wybrane etapy rysowania drzewa
binarnego 3. stopnia realizowanego przez funkcje rekurencyjna.

& warto wiedzie¢
Qdginki tworzace drzewo
binarne 3. stopnia sa
rysowane w nastepujace]
kolejnosci:

s

&

narnego 3. stopnia

Cwiczenie 1

Tubliczka czekolady sktada sie z 16 kawatkéw (4 rzedy po 4 kawatki).

Zupisz rekurencyjny algorytm lamani k ;
tzych kostek. ; a czekolady na 16 pojedyn-

I'fokt Droste — rekurencja w projektowaniu

Lholo 1900 1. na puszee kakao produkowanego przez holenderska firm

. NIRRT 74 Droste pojawit sig wizerunek pielegniarki, kidra trzymata w rc;.?ku
iy ¢ lizanka oraz puszkg kakao Droste. Na tej puszce widaé pielegniark

:_lmrm il w reku tace z filizanka oraz puszka kakao Droste itd. Ten g sc?b

ﬁmm Ilno)i grafiki zostat pod koniec lat 70. XX w. nazwany efekt.em Drssote

ih il 1610070 rekurencyjnego obrazu. Réwniez dzié mozna zaobsenwowaé:
1 sabiog muin. na puszee polskiego mieka zageszczonego.

Rys. 5.3. Proces rekurencyjnego rozrastania sig drzewa bi

Najpierw rysowana jest gataz macierzysta. Nastepnie powstaje drze-
wo 2. stopnia (w odpowiednie] skali) odchylone w lewo, a dopiero po.
jego narysowaniu — drzewo 2. stopnia odchylone w prawo.




[2] warto wiedzieé

Ciag (c.) jest ciagiem
geometrycznym. Do
obliczania jego wyrazow
Mozna wiec uzyc wzoru:
o,=3""

rekurencyjnie

¢ Dobra rada

Jedli cheesz przesledzic
krok po kroku obliczenia
wykonywane w formutach
arkusza kalkulacyjnego,
skorzystaj z narzedzia
Szacuj formute,
dostepnego na karcie
Formuty.

MT_ Rozdzial 1. Algorytmika i programowanie w jezyku C-++

5.2. Rekurencyjna definicja ciagu

Wr6émy raz jeszeze do przyktadu ciasta francuskiego. Ciasto powstate
jako efekt pierwszego watkowania mozemy nazwa¢ ciastem poczatko-
wym o numerze 1. Z niego powstaje 3-warstwowe ciasto o numerze 2,
a z niego 9-warstwowe ciasto o numerze 3 itd.

Zauwazmy, ze i-te ciasto powstaje z ciasta 0 numerze i — 1, ktore
po zlozeniu na trzy czesci zostaje rozwalkowane. Ciag opisujacy liczbe
warstw ciasta to: 1,3, 9, 27, ... Z matematycznego punktu widzenia mozna

Ciag zdefiniowany © méwi¢ o ciagu ¢, zdefiniowanym rekurencyjnie w nastepujgcy sposéb:

{1 dan=1
= 0, dlan>1

Warunek poczatkowy ©  Pierwsza czeéé definicji nazwiemy warunkiem poczatkowym. Okre-

éla on, kiedy zakoticzyé proces odwotan rekurencyjnych z drugiej czedci
definicji. Zgodnie z druga czescia definicji kolejny wyraz ciagu wyzna-
cza sie, korzystajac z wartoéci wyrazu poprzedniego.

Aby obliczy¢ warto$é c, dla danego », nalezy wczesnie) wyznaczy¢
wyraz ¢, _ ;. Zeby jednak obliczy¢ tg wartos¢, nalezy zna¢ wyraz ¢,
itd. Proces redukowania wartosci indeksu n skoriczy si¢, gdy n przyjmie
wartoséé 1 (warunek poczatkowy).

Wyrazy ciggéw zdefiniowanych rekuren-
cyjnie mozna fatwo obliczy¢ w arkuszu kal-
kulacyjnym. Dla powyzszego ciaggu wystarczy

wpisa¢ w komdrce C1 warto$¢ wyrazu poczat-

; ; 3 9
kowego, czyli 1,2 w komorce C2 — formule opi-  ——
sujaca zalezno$¢ rekurencyjna: =3#C1, i sko- flEd=3*c3

piowaé formute w dét. Wartos¢ w komorceC4  Rys. 5.5. Ciag w arkuszu
(rys. 5.5) jest obliczana blyskawicznie. Arkusz kalkulacyjnym

wyznacza ja jednak krok po kroku, poniewaz formutfa w komérce C4
odwotuje si¢ do formuly z komérki C3, ktéra odwoluje si¢ do formuty
2 komérki C2 itd. Laricuch kolejnych wywolan rekurencyjnych (rys. 5.6)
koriczy sie w komérce C1, zawierajacej stalg wartos¢. Dalej nastepuje faza
zbierania wynikow, ktora koriczy sie wstawieniem do komérkiC4 wyniku 27.

‘ Szacowanie formuly 7 x
| Ogwolanie: Qszacowanie:
'Emusznsm = [ ~
| & Arkusz118C53 Bl (4

Arkusz11§C52 s |c13
‘ Arkusz115C51 vt
i i

Rys. 5.6. Podglad wywotan rekurencyinych w narzedziu Szacuj formute

Napiszemy teraz programy obliczajace wybrany wyraz ciagu reku-
rencyjnego. Sformutujmy specyfikacje problemu.

5. Rekurencija

Specyfikacja
Dane: liczba naturalna n.
Wynik: n-ty wyraz ciagu danego wzorem:
{ 1 dlap=1
g =

36,4 dlan>1

Program Ciag rekurencyjnie

Zapiszmy funkcje o nazwie CiagRek, ktéra bedzie wyznaczata n-ty
wyraz ciagu w sposéb rekurencyjny. Oto jej kod Zroédlowy:

© Kod zrodlowy funkcji

'1. int CiagRek(int n) CiagRek w programie
2 1o Ciag rekurencyjnie
3. if (n == 1) return {1;

4 return 3 x CiagRek(n-1);

5. }

Budowa wnetrza funkcji rekurencyjnej odzwierciedla dwa mozli- @ Funkecja rekurencyjna
we przypadki. Pierwszy to warunek poczatkowy (linia 3), drugi to kod
wywolania rekurencyjnego, czyli wywotlania funkcji przez sama sie- © Wywotanie rekurencyjne
bie, ale dla innej warto$ci parametru (linia 4).

Na rysunku 5.7 przedstawiono fazy dzialania funkeji CiagRek:
wywotlania rekurencyjne dla coraz mniejszych wartosci parametru n
oraz powroty z rekurencji (zbieranie wynikéw).

[CiagRek(4)=3+CiagRek(3) | Wywolania rekurencyjne z redukcjg parametru

| CiagRek (3)=3xCiagRek(2) |

[CiagRek(2)=3xCiagRek(1) |

¢y Dobra rada

Nazwa ,rekurencja”
pochodzi od tacinskiego
stowa recurrere, czyli
Jprzybiec z powrotem”.
Jesli chcesz zrozumied

dana funkcje rekurencying,
: przeanalizuj doktadnie
CiagRek(4)=3+9 Powroty z rekurendji (zbieranie wynikow)  WWiasnie powroty
Z rekurencii.

Rys. 5.7. Schemat wywotari rekurencyjnych funkcji CiagRek i powrotow z rekurencji

W pierwszej czesci schematu strzatki wskazujg kolejne wywotania
rekurencyjne funkcji CiagRek dla coraz mniejszych parametréw. Dru-
pa cze$é schematu to faza zbierania wynikéw — strzatki pokazuja, ktére
wartosci sa przekazywane dalej.
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nie programu Cigg 5.3. Ciag Fibonacciego

e
[3) warto wiedzie¢

Kody 7rodiowe funkgi, ktore
sg zapisem algorytmow
rekurencyjnych, same

Rysunek 5.8 przedstawia przyktadowe wywola
rekurencyjnie.

fe 1202blr. Leonardf) Z Pi_zy, zwany Fibonaccim, przedstawit zada-
pr(ci) emowe, ktore opisywalo wzrost populacji krélikéw. Pewien
gospodarz kupil pare krélikéw. Ile par krélikéw w sumie bedzie

[£} Warto wiedzieé¢

i Diciag_rekurencyjnie.exe

maig strukturg podebng

do rekurencyjnej definici
ciggu. Skladajg sig dwach
credci plerwsza okresia
warunek poczatkowy,

a druga opisuje, jak
przypadek dia parametru
sredukowac do prostszegdo

{np.n - 1).

Petla for,
s 247 #

Kod zrédiowy funkcji @

Ciaglter w programie
Cigg iteracyjnie

e AL
¢’ Dobra rada

Instrukcje przypisania

c = 3 % ¢ MOZESZ
zapisa¢ kroce]

jakoc #= 3;.

Rys. 5.8. Przyktadowe wywotanie programu ciag_rekurencyjnie.exe

Gwiczenie 2

a. W pliku otrzymanym od nauczyciela (np. wyraz_ciagu_rek.cpp)
znajduje sie fragment kodu zrédlowego zawierajacy funkcje
CiagRek. Dopisz kod funkeji gléwnej, skompilyj kod programu
i sprawd jego dziafanie.

b. Napisz program, ktéry obliczy wartos¢ n-tego wyrazu ciagu 4,

danego wzorem:
dlan=1

{6

=12 yer a1
Sprawdz dziatanie programu i podaj wynik dla# = 12
Program Ciag iteracyjnie

Wyraz ciagu ¢, sdefiniowanego rekurencyjnie mozna

w sposdb iteracyjny. Zastosujemy w tym celu petle for,
cykli petli potrzebnych do wyznaczenia 71-tego wyrazu ciggu jest z gory

okreélona: bedzie ich n — 1.

réwniez obliczy¢
gdyz liczba

int Ciaglter(int n)

int ¢ =13
for (int i=2; i«n; i++) ¢ = 3 * ¢ t

return c;

}
W linii 3 zmiennej ¢ przypisywana jest wartoéé 1. Jedli uzytkownik
wywola funkcje Ciaglter dla wartoéci 1, to p
sie ani razu, poniewaz nie bedzie spelniony warunek i¢=n. W pozosti

tych przypadkach petla wykona sie # — 1 razy.

Gwiczenie 3
Zapisz kod Zrédlowy programu Ci
chom program dla réznych wartosci.

ag iteracyjnie. Skompiluj kod i

etla z linii 4 nie wykonis

:Ll'af po li ?iesi@cach, jesli kazda para rodzi co miesigc po jed
j parze, ktéra staje sie zdolna do rozmnazani i )
Reow ¢ g B azania po miesiacu zycia?
m.Przleanahzu] my, jak rosnie liczba par krélikéw w hodowli. W pierwszzym
; ;Szlzz:al;em_am)i/ I?jare miodych krélikéw, ktéra na poczatku drugiego mie
8ig si¢ ptodna. Na poczatku trzeciego miesi j i
‘ : gca tej parze urodzi si
L)'?rsll miocliych. Razem: b'-g:da wiec 2 pary krélikéw. W czwartym miesiqcs
I,L -Sl-TrSZEL pary zrodzi si¢ kolejna para — mamy wiec 2 + 1 = 3 pary. Ile par
aolikéw bedzie na poczatku kolej j. pi ki :
o L poczal olejnego, tj. pigtego miesiaca? Wyjasnia to

Miesiac Liczba par krdlikéw

il
|
g

B 5

-mn b Para krolikow i je] potomstwo po pigciu pierwszych miesiacach

= Llsincsmy liczbe par na poczatku n-tego miesiaca jako f,. Otrzymamy

M leabi 1,1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... (patrz rys. 5.9). W n-tym

'. Ill:nlm ||| l{u > Z%) l.iczba par krélikéw jest réwna sumie par z dwéch
psuddnich miesigcy: 2 — 2 in - 1. Wspélczeénie zwykle dodaje si
I s tku ciggu dodatkowy wyraz f; = 0. e

Leonardo z Pizy (1175-1250)
byt wioskim matematykiem.
W miodoge towarzyszyl
ojeu, kidry byt kupcem,

w podrézach handlowych

i uczyl sig matematyki

u arabskich nauczycieli,

W 1202 r. opublikowat
SWOje pierwsze

dzielo matematyczne

Liber abaci (Ksiega
rachunkow). Zawieralo

ono prawdopodobnie

cata dwczesng wiedze

o arytmatyce. Na stronie
tytulowej Leonardo
podpisal sig filius Bonacci
{syn Benacciego). W XIX w,
historycy nadali mu
przydomek Fibonacai,

| = . - ¥ s
!. i 'i / Clg n }J W ? IIbOIlﬁCCle Q I Qc Wi 4] g g
{ & | “Il”) 123 aZ aln Cla‘glElII g - Zatl(O 4 dwa C|a I ibonacciego

| II“.; y :l";'.u .I-Ii;n%u to .0 i 1, a kazdy nastepny jest suma poprzednich
LN Ll Fibonacciego ma nastepujaca definicje rekurencyjna:
0 dlan =0

fi=x1 dlan=1
Socrtfie dlam>1




