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Podsumowanie

= Wartosc wielomianu mozna obliczyé algorytmem naiwnym, ktéry wykonuje 2 operacji
mnozenia i # operacji dodawania, gdzie » oznacza stopien wielomianu.

® Schemat Hornera polega na wielokrotnym wytaczaniu argumentu przed nawias we wzo-
rze ogdlnym funkeji wielomianowej, az w najbardziej wewnetrznych nawiasach otrzy-
mamy wielomian pierwszego stopnia.

= Obliczajac warto$¢ wielomianu stopnia # z wykorzystaniem schematu Hornera, wyko-
nujemy # operacji mnozenia i n operacji dodawania. Algorytm ten jest optymalny.

= Schemat Hornera stosuje si¢ m.in. do obliczania wartosci dziesietnej liczb zapisanych
w systemie o innej podstawie oraz do szybkiego podnoszenia do potegi.

Zadania

* Bl Napisz program, ktéry wczyta z klawiatury dwa wielomiany, a nastepnie wyznaczy
wielomian bedacy ich suma i go wypisze.

* B Napisz program, ktéry z pliku tekstowego przekazanego ci przez nauczyciela (np.
wielomian.txt) wezyta stopiefi i wspéiczynniki wielomianu, a nastepnie dla argumentu
wezytanego z klawiatury obliczy wartos¢ wielomianu, korzystajac ze schematu Hornera.
Stopient wielomianu znajduje sie w pierwszym wierszu pliku tekstowego, w kolejnych
wierszach podane sg wspéfczynniki wielomianu.

* Kl Napisz program, ktdry wezyta z klawiatury podstawe systemu pozycyjnego z zakresu
od 2 do 9, liczbe cyfr liczby oraz cyfry tej liczby i obliczy jej wartogé dziesietns,
korzystajac ze schematu Hornera.

++ Bl Napisz program obliczajacy warto¢ wielomianu zgodnie ze specyfikacja przedstawiona
nas. 122, z wykorzystaniem schematu Hornera. Funkcje realizujaca schemat Hornera
zapisz rekurencyjnie.

** Bl Napisz program, ktéry wezyta z klawiatury dwa wielomiany, a nastepnie wyznaczy
wielomian bedacy ich iloczynem i go wypisze.
Wskazéwka: Stopieri wielomianu bedacego iloczynem wielomianéw to suma stopni
wielomianéw skiadowych.

#++ [ Napisz program, ktéry wczyta z klawiatury wielomian oraz liczbe calkowita c i obliczy
iloraz wielomianu przez dwumian x — ¢. Zastosuj schemat Hornera.

##+ ll Napisz program obliczajacy przyblizonga wartoéé sinx ze wzoru:

3 5 7 9 11
* X & X X &
Sinx = — - +2- -2 422
iy e e T
dla 0 < x < 6,28. Obliczenia zakoricz po zsumowaniu szesciu pierwszych wyrazow.

Wykorzystaj schemat Hornera, a wartosci silni zapamietaj w tablicy.

HE R
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8. Metody obliczen
przyblizonych

W wielu sytuacjach wymagajgcych zastosowania obliczen fatwo jest otrzymaé
dokladny wynik — np. w wyborach pardamentarnych, w ktérych zliczany jest
kazdy oddany glos. Istnigja jecnak problemy, ktdrych nie potrafimy rozwigzac za
pornoca znanych algorytmow znajdujgeych dokladne wyniki lub algorytmy takie sg
czasochionne. Mozna wowezas wykorzystaé metody, ktdre dajg wyniki przyblizone.

Cele lekcji

B /najdziesz miejsce zerowe funkcji metoda bisekcii.

m Obliczysz pierwiastek kwadratowy z liczby metoda bisekcji | metoda
Newtona-Raphsona.

® Poznasz metode prostokatow i metode trapezow, wykorzystywane
do obliczania pol obszaréw zamknigtych.

® Zastosujesz metode Monte Carlo do policzenia przyblizonej wartosci
liczby 7 oraz do symulacji ruchow Browna.

W poprzednich tematach zajmowali$my sie m.in. znajdowaniem Algorytmy znajdowania

pierwiastkéw réwnania kwadratowego oraz obliczaniem wartosci Eien;ria:,tkéw réwnania
. . P . T wadratowego,

w1§10@1anu. Chot¢ przedstawione tam algorytrfly :J.mozllww)a Zna- ¢ 445119

lezienie dokladnych wynikéw, to programy realizujace te algorytmy

podaja rozwigzania obarczone bledami. Wynikaja one jednak z repre- ~Obliczanie wartogci

zentacji liczb w komputerze, a nie z samych algorytméw. Teraz zajmie- g"?’z"zrf%’;"é

my sie problemami i metodami ich rozwiazania, w ktérych przyblizony

wynik jest przede wszystkim skutkiem zastosowanego algorytmu.

8.1. Znajdowanie miejsc zerowych funkcji

Jedng z metod znajdowania miejsc zerowych funkeji, czyli argumen-

téw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc 0, jest metoda bisekcji @ Metoda bisekeji

(polowienia). Postepuje si¢ w niej podobnie jak w algorytmie (Polowienia)

przeszukiwania binarnego — w kolejnych krokach zmniejszamy Przeszukiwanie binarne,

o polowe zakres przeszukiwanych danych. !'?:‘é"z@acs’;,;"; ""Zf;’;’c’r’;@"‘a
W og6lnym przypadku w metodzie bisekcji konstruujemy ciag, kt6- rozszerzony,

rego wyrazami s3 przyblizenia poszukiwanej wartoéci, a granicg tego s 1542

ciggu jest poszukiwana wartos¢. Kolejne wyrazy ciggu to $rodki coraz

mniejszych przedzialéw, ktére przeszukujemy. Zakres poszukiwan

zawezamy o polowe, zastepujac jeden z koricéw przedziatu srodkiem

przedzialu. Koriczymy, gdy wartosé kolejnego wyrazu ciagu jest réwna

szukanej wartodci lub gdy diugosé przeszukiwanego przedziatu jest nie

wieksza od przyjetej dokiadnosci obliczen (wynik jest wéwczas przybli-

zony — jest nim ostatnio wyznaczony $rodek przedziatu).
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B Warto wiedzieé
Istnigja inne metody
przyblizonego znajdowania
miejsc zerowych funkci,
np. metoda siecznych.
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Aby mozna bylo zastosowa¢ metode bisekeji do poszukiwania miejsca
zerowego funkgji fw przedziale [; 4], musza byé spetnione warunki:
» funkcja f jest okreslona i ciagta w przedziale [g; b],

» warto$ci funkcji dla koricéw przedziatu [4; b] maja rézne znaki, czyli
Sf@) -f(b) <0.

Zauwaz, ze jesli funkcja jest ciagla w przedziale [a; b] i wartosci tej
funkeji dla korficéw przedziatu maja rézne znaki, musi istnie¢ przynaj-
mniej jedno miejsce zerowe. Takiej pewnosci nie mieliby§my, gdyby
warto$ci funkcji dla konicéw przedziatu mialy jednakowe znaki.

Metoda bisekeji w danym przedziale bedziemy szukaé jednego miejsca
zerowego. Zeby znalez¢ inne miejsca zerowe, nalezaloby wielokrotnie
stosowac algorytm dla réznych przedziatow.

Rysunek 8.1 przedstawia fragment wykresu funkcji f = %xz — 2. Jest
ona okreslona i ciagta w przedziale [2; 4]. Ponadto wartoéci funkcji dla
koricéw przedzialu majg rézne znaki. Mozna zatem zastosowaé metode
bisekcji do poszukiwania miejsca zerowego tej funkeji w przedziale [2;4].

).

=

Rys. 8.1. Fragment wykresu funkcji f = %xz — 2, okreslonej i ciagtej w przedziale
[2:4].129) - f4) <0

Na poczatku poszukiwania miejsca zerowego musimy ustali¢ doktad-
nosc¢ obliczen. W kolejnych krokach najpierw sprawdzamy, czy wartoéé
funkeji dla $rodka przedzialu jest réwna 0 — jesli tak jest, znalezlismy
miejsce zerowe i algorytm koriczy dziatanie. W przeciwnym przypadku
dzielimy przedzial na pél, zastepujac jeden z jego koricéw wyznaczo-
nym $rodkiem (wybieramy polowe speiniajacg warunki metody bisek-
cji). Jesli dtugosé¢ przedziatu jest wigksza od przyjetej dokladnoéci obli-
czeri, ponawiamy poszukiwanie miejsca zerowego w tym przedziale,
jesli nie — algorytm konczy dzialanie, a za miejsce zerowe przyjmujemy
ostatnio wyznaczony srodek przedziatu (wynik jest przyblizony).

Tabela 8.1 zawiera informacje o przedziatach i wyliczanych wartosciach
w sze$ciu poczatkowych krokach algorytmu dla funkeji z rysunku 8.1.

8. Metody obliczen przyblizonych |

| Wartosé funkeji = Wartos6 funkeji

Kok Rozpatrywany. dia lewego korica. dia prawego korica. Srodek WZT: ?;J&'E:‘"’“
‘algorytmu ' przedziat przedziatu e przedziatu Dree dziatu
1 [2;4) - 2 E | 025
2 3 |- 0,25 |25 -0,4375
3 [2,5; 3] 5—0,4375 0,25 | 2,75 -0,109375
4 [2,75; 3] -0,109375 0,25 5- 2,878 0,06640625
5 [2,75;2,875] |-0,109375 | 0,06640625 12,8125 -0,0224600375
8 | [2,8125; 2,875] |-0,0224609375 | 0,06640625 12,84375 0,021728515625
Tabela 8.1. Informacje o przedziatach oraz wyliczanych wartoéciach w szesciu
pierwszych krokach algorytmu poszukujacego miejsca zerowego funkgji
f=0,25x* - 2 w przedziale [2; 4] metoda bisekgji
Gdyby$my za doktadno$é obliczen przyjeli 0,01, otrzymalibyémy
miejsce zerowe rowne 2,82812. Dla doktadnoéci 0,00001 wyznaczonym
miejscem zerowym byfaby liczba 2,82843. Dokladna warto$cia miejsca
zerowego jest 2y/2, czyli w przyblizeniu 2,828427.
Oto specyfikacja problemu poszukiwania miejsca zerowego funkcji
w danym przedziale:
Specyfikacja
Dane: a, b — liczby rzeczywiste, a <b,
f(x) — funkcja okreslona i ciagla w przedziale [g; b, £ (a) i f (b) maja
rézne znaki, czyli f @) - £(b) <@,
eps — doktadnosé obliczen.
Wynik: x@ — miejsce zerowe funkcji f (x) w przedziale [a; b] znale-
zione z doktadno$cia eps.
Najpierw obliczymy wartos¢x@ = (a + b)/2.Jesli £(x0) = 0, to szu- & Dobrarada

kanym miejscem zerowym jest x@. W przeciwnym przypadku poszuku-
jemy dalej miejsca zerowego: w przedziale [a; x0], gdy f(a) - £(x0) <0,
albo w przedziale [x@; b, gdy £(x®@) - f(b) < @. Obliczenia koticzymy,
gdy otrzymamy f(x@) = @ lub dlugoé¢ przedziatu jest nie wigksza od
doktadnosci obliczen eps. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

¥@ <« (a + b)/2

dopbki f(x@) = @ oraz b — a > eps wykonuj
jesli f(@) * f(x@) < @ to b « x0
w przeciwnym przypadku a < X0
X0 <« (@ + b)/2

Implementujac powyzszy algorytm, zalozymy, Ze mamy zdefinio-
wane stafg EPS, informujacg o dokiadnosci obliczen, oraz funkcje f,
znajdujaca warto$¢ funkeji dla parametru x.

Przy ustalaniu dokladnogci
obliczeri w programie
znajdujgcym migjsce
zerowe funkcji pamietaj

0 ograniczeniach
komputera - przechowuje
on liczby z okreslong
precyzjg. Ponadto zbyt
duza liczba iteracji

w algorytmie moze
znacznie spowolnic
dzialanie programu.
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Fragment kodu @

zrodiowego programu
znajdujacego miejsce
zerowe funkcji f metoda
bisekcji - funkcja main

) Dobra rada
Pamietaj, ze z funkcii
abs mozesz korzystac
w programie, jesli
dolaczysz biblioteke
emath.
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Definicja stalej oraz nagtéwek funkeji moga wyglada¢ nastepujaco:
const float EPS=0.00001;
float f(float x);

Oto kod Zrédtowy funkcji main programu znajdujacego miejsce
zerowe funkcji £ metoda bisekcji:

1. int main()
2014
3. float a, b, x@, fa, fb, fx9;
4, cout<c"a = "; cinra;
o. cout«"b = "; cinyyb;
6. fa=f(a); fb=£f(b);
48 if (faxfb>=0)
8. {
{194 cout<<"Wartosci funkcji dla koncow przedzialu “;
| 10. cout«"nie maja roznych znakow"<<endl;
1. return ©;
12! }
|/ 48! x0=(a+b)/2; fx0=f(x0);
14, while (abs(fx@)>EPS && b-a>EPS)
i 18. {
| 46. if (faxfx0<@) b=x®;
[ 47 else
18. {
| 19, a=x0@; fa=fx0;
| 20. }
fio x@=(a+b)/2; fx0-f(x0);
o2t
| 23. cout«"x@ = "<¢x0;
| 24, return @;
| 28. 1

W linii 3 oprdcz zmiennych a, b, x@ sg zadeklarowane zmienne fa,
fb i £x0, stuzace do zapamietania wartosci funkeji £ dla parametréw
odpowiednio a, b, x@. Dzieki temu nie musimy parokrotnie oblicza¢
wartosci funkeji dla tych samych parametréw. W liniach 4-5 wczy-
tywane s3 korice przedzialu, a w linii 6 obliczane sg wartoéci funkcji
dla tych koncédw. Dodatkowo w liniach 7-12 sprawdzamy, czy warto-
$ci funkgji dla koficéw przedzialu majg rézne znaki. Jesli znaki nie sg
rézne, to program korczy dzialanie — metoda bisekeji nie znajdziemy
miejsca zerowego w tym przedziale (co nie oznacza, Ze go nie ma).

Linie 13-22 realizuja algorytm zapisany w pseudokodzie. Zwréé
uwage na linie 14 — nie poréwnujemy w niej wartoséci £x@ z zerem, lecz
ze staly EPS. Nalezy tak zrobi¢, poniewaz zmienna fx@ jest reprezento-
wana jako liczba zmiennopozycyjna, czyli wartos¢ pamietana przez
komputer jest zaokraglana. Instrukcja z linii 23 wypisuje otrzymane
miejsce zerowe.

8. Metody obliczen przyblizonych

Rysunek 8.2 przedstawia wykres funkcji f(x) = %aﬁ EPL I P %oraz (3 Warto wiedziec

2
efekty wykonania programu dla tej funkcji i réznych przedziatéw. Istnieja funkcje ciagle,

kidre maja miejsce
zerowe, ale nie maja
wartosci o réznych
znakach dla koricdw
jakiegokolwiek przedziatu.
Diatego metoda bisekcii
nie znajdziemy ich miejsca
zerowego. Taka funkcja
jest np. flx) =2

1

Ay

= 0 1
Rys. 8.2. Wykres funkcji fx) = %x” -x 4+ %x + % oraz efekty wykonania programu
dla przedziatow [-3; 0], [0; 3]i [3; 10]
Oto definicja funkeji £ dla przykiadu z rysunku 8.2:
| © Definicja funkciji
1. float f(float x) obliczajacej warto$é
2 Ld | funkcji
3. return 1.0/6#x+X+X-X+x+0.5%x+5.0/3; | )= -:-‘-x“ -x*+ %x + %
A ! dla danego parametru
[ I Dobra rada
Cwiczenie 1 @ by
; L il T 4 Vi Pamigta), ze dla
Napisz program znajdujacy miejsce zerowe funkcji metoda bisekcji. arguﬁt::-ntdw catkowitych
= znak / oznacza czesc

calkowitg z dzielenia. Jesli
chcesz, zeby program
potraktowat znak /

jako dzielenie z czescia
utamkowa, przynajmniej
jeden z argumentdw
Zapisz z uzyciem

kropki. Na przyklad dia

-ﬁé’- Z"apamigtaj

Metoda bisekcji (pofowienia) umozliwia znalezienie miejsca
zerowego funkcji okreslonej i ciagtej w przedziale [a; b], jesli wartosci
funkciji dla koricéw przedziatu majg rézne znaki, czyli fa) - f(b) < 0.
Metoda polega na zawezaniu w kazdym kroku przedziatu 5.0/3 Girzymasz wyrik
poszukiwan o polowe do momentu, gdy $rodek przedziatu jest rzeczywisty, a dla5/3 —
miejscem zerowym lub diugosé przedziatu jest nie wieksza od calkowity.
doktadnosci obliczen (wowczas wynikiem jest ostatnio wyznaczony
srodek przedziatu). Zawezajgc przedziat, wybieramy te potowe,

dla ktérej zachowany jest warunek f{g) - fib) < 0.

8.2. Obliczanie pierwiastka kwadratowego

Pierwiastek kwadratowy z nieujemnej liczby rzeczywistej obliczalismy Funkoja sqrt,
za pomocy funkeji sqrt. Pokazemy, jak to zrobi¢ bez uzycia tej funkcji. s 117
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Obliczanie pierwiastka kwadratowego metoda bisekcji

Na poczatku bedziemy poszukiwaé pierwiastka kwadratowego z liczby
rzeczywistej wigkszej od 1. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: ¢ — liczba rzeczywista, ¢ > 1,
eps — dokladnos¢ obliczen.

Wynik: pkw — pierwiastek kwadratowy z liczby ¢ wyliczony
z dokladnoscia eps.

Metoda bisekcji  Poszukiwanie pierwiastka kwadratowego z ¢ > 1 metoda bisekcji
(Pt>'|C""'f"e"iE")’-l sprowadza si¢ do poszukiwania miejsca zerowego funkcji fix) = x> ¢
el % przedziale [1; c] - w tym przedziale jest ono réwne /<.
Oto algorytm znajdowania pierwiastka kwadratowego z liczby rze-
czywistej ¢ > 1 metoda bisekeji, zapisany w pseudokodzie:
=l |
b+« ¢
dopéki b - a > eps wykonuj
pkw < (a + b)/2
Jesli pkw % pkw < c to a < pkw
W przeciwnym przypadku b <« pkw
pkw < (a + b)/2

[£ warto wiedzieé

Metoda bisekeji mozna

takze znaleZ¢ pierwiastek

kwadratowy z dodatniej

liczby rzeczywistej

0 <c<1. Nalezy - : y

woéwczas poszukiwaé Najpierw obliczamy $rodek przedziatu (pkw). Jesli jego kwadrat jest

;'{::;313‘;‘3 Zer?vwe%“?'?gﬁ mniejszy od ¢, poszukiwania kontynuujemy w lewej potowie przedziatuy,
=X"=-C . Zla . . : : 3

1. 2 w przeciwnym przypadku — w prawej. Obliczenia koriczymy, gdy dtu-

gos¢ przedzialu jest mniejsza od doktadnosci obliczeri eps lub jej réwna,

Cwiczenie 2

Napisz program znajdujacy przyblizona wartos¢ pierwiastka kwa-
dratowego z liczby rzeczywistej wigkszej od 1 metodg bisekeji.

Obliczanie pierwiastka kwadratowego metoda
Newtona-Raphsona

Zauwatz, ie ¢, gdzie c jest dodatnia liczbg rzeczywista, odpowiada

dtugoéci boku kwadratu o polu ¢. Poszukiwanie takiego kwadratu

mozna rozpoczaé od dowolnego prostokata o bokach « i b oraz polu c.

Potem zmieniamy boki prostokata w nastepujacy sposéb: bok a zaste-

pujemy Srednia arytmetyczna bokéw z poprzedniego kroku, bok b

wyliczamy, dzielac pole prostokata przez bok a. Dziatania powtarzamy

do momentu, gdy réznica dtugosci bokéw prostokata bedzie nie wigk-

sza od zalozonej doktadnosci obliczeri (boki beda takiej samej lub pra-

Metoda Wie takiej samej diugosci). Opisany sposéb postepowania nazywa sie
Newtona-Raphsona © metoda Newtona-Raphsona, Jej dziatanie pokazemy na przykiadzie.
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Algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego
metodg Newtona—Raphsona

Znajdziemy przyblizona wartoéé V3. Odpowiada ona dtugosci boku kwadratu

o polu 3. Poszukiwanie kwadratu o takim polu mozna rozpoczaé¢ od dowolnego
prostokata o iloczynie dlugoéci bokéw réwnym 3. My zaczniemy od prostokata

o bokach @ = 1i b = 3. Przyjmiemy, ze kolejne przyblizenia V3 to dtugosci boku a
wyznaczane w poszczegolnych krokach. Warto$¢ pierwiastka znajdziemy

z doktadnoscig do 0,00001, zatem przyblizenia wyznaczamy, dopdki |a — b| > 0,00001.
Wyjéciowy prostokat oraz wynik, do ktérego dazymy, ilustruje ponizszy rysunek.

a=.3

(o]0 |  Zmieniamy diugosci bokéw prostokata tak, aby diugosc
boku a byta érednig arytmetyczna dtugosci bokéw
wyjsciowego prostokata, czyli:

(143 _ .
a__2_ =2. Zatemb = > 15
la = b] > 0,00001, wiec przechodzimy do kolejnego kroku.

[de],$2 Obliczamy diugosci bokow a i b:
a= @% =1,75

3
=S = 1,71429
T

la = b| > 0,00001, wiec szukamy dalej. b=1,71429

{ielite] | Obliczamy diugosci bokow a i b:

wr “_'7_5_*:_%-_7142_9) ~1,73215 a~1,73215 |
3
3 ~173195
b o e '
la - b| > 0,00001, wigc przechodzimy do nastepnego kroku. Sl s

{ilel:¢“l8  Obliczamy diugodci bokéw a i b:
|, (1.73215.+1,73195)
A Ee Ve e )

5 ol a =1,73205
3
b= 173205 =1,73205 g
la - b| < 0,00001, zatem algorytm koriczy dzialanie. b =1,73205

Wynikiem dziatania algorytmu jest przyblizona warto$é J3 réwna 1,73205.
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[2 Warto wiedzie¢

Inny ciag kolejnych
przyblizer), zbiezny

do poszukiwanego
plerwiastka kwadratowego,
tworza kolejne wartosci
boku b prostokata.

[2) warto wiedziec
Metode Newtona-Rephsona
mozna wykorzystac takze
do znalezienia miejsca
zerowego funkcii.

[2] Warto wiedzie¢
W podanym algorytmie
wyznaczania pierwiastka
kwadratowego metoda
Newtona-Raphsona
pierwszym wyrazem ciagu
{wartodcig poczatkowa
zmiennej a) moze byc
dowoina liczba dodatnia.
Wéwczas wartoscig
poczatkowa zmiennej b
bedzie c/a.
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Wyznaczane w poszczegdlnych krokach diugosci bf)ku a tworza ciag
zlozony z kolejnych przyblizen Je,a granica' tego ciagu jest Je. Jedli
pierwszym wyrazem ciagu bedzie 1 — diugosc b_oku a pierwszego pro-
stokata — to n-ty wyraz tego ciagu, gdzie 1 jest liczbg cafkowita dodat-
nig, mozna wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym:

1 dlan=1

c
MG Red sl
Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu znajdowania przybliizonfaj
wartosci pierwiastka kwadratowego oraz zapisany w pseudokodzie
algorytm znajdujacy wartos¢ pierwiastka kwadratowegtf) metoda _New_rto(ri}iau
Raphsona. Wartosci zmiennychaibw pseudokodzie odpowiadaja dfu-
gosciom bokow prostokata w danym kroku.

—
-

-‘ Specyfikacja

l Dane: ¢ — liczba rzeczywista, ¢ > 0,

| eps — doktadnos¢ obliczeri. _

| Wynik: pkw — pierwiastek kwadratowy z liczby ¢ wyliczony

‘ z dokladnoscia eps. |
e

a <1
b < c L
dopéki |b — al > eps wykonuj
a « (@ + b)/2
b « c/a
pkw « (a + b)/2

Gwiczenie 3

Napisz program znajdujacy . 3
wego z dodatniej liczby rzeczywiste] metoda Newtona—Raphsona.

G Zapamietaj
Metoda Newtona-Raphsona stuzy do znajdowania pienmiastka.
kwadratowego z dodatniej liczby rzeczywistej c i polega na obliczenlu

przyblizonej diugosci boku kwadratu o polu ¢ z wykorzystaniem
prostokatéw o tym samym polu. 7a wartosci poczatkowe diugoscl

réwny ¢, np. 1 c. Dlugosci bokow W kazdym kole;m krgku

to $rednia arytmetyczna dotychczasowych diugosci oraz iloraz
wartosci ¢ i policzonej $redniej. Obliczenia konczymy, gdyr d{ugoﬂdl
bokéw prostokata réznig sie o nie wiecej niz dokladnosc obliczerh,
\:wi@c otrzymaligmy w przyblizeniu kwadrat.

przyblizona warto$¢ pierwiastka kwadrato-

bokow prostokata mozna przyjaé dowolne liczby, ktérych iloczyn jest

8. Metody obliczen przyblizonych

Poréwnanie metod bisekcji i Newtona—-Raphsona

Zastanowmy sie, za pomoca ktérej z dwdch omdéwionych metod szyb-
ciej otrzymamy przyblizenie wartoéci pierwiastka kwadratowego.
Latwo zauwazyé, ze szybsza jest metoda Newtona—Raphsona, ponie-
waz w jednym kroku zmieniamy obydwa konice przedziatu poszukiwar
(dtugosci bokéw prostokata). W przypadku metody bisekcji zmieniali-
§my w jednym kroku tylko jeden koniec. llustruje to dobrze implemen-
tacja obu algorytmow w arkuszu kalkulacyjnym (rys. 8.3).

1] eps = 0,001

2 SR s

34 & 15| 14,0000 38,0000
1 1 8 7,0000f 4,5000
h 1 45 3,5000] 2,7500
6 2,75 45 1,7500] 3,6250
' 3,625 45 0,8750, 4,0625

i 3625| 40625 0,375 38438
0 | 3,84375| 40625 10,2188 3,531

[£) Warto wiedziec
Przyblizenie pierwiastka
trzeciego stopnia

2 dodatnigj liczby
rzeczywistej ¢ odpowiada
dlugosci krawedz
szescianu o objetosci c.
Diugosc tej krawedzi
mozZna wyznaczyc,
wykorzystujac
prostopadiogciany

o tej samej objetosei.

Za diugosci krawedzi
wyjéciowego
prostopadioscianu mozna
przyjac np. liczby 1, 1ic.

3,84375| 3,953125| 0,004 3,8984
3,84375| 3,808438] 00547 3,8711
3,871004| 3,808438| 0,0273| 3,8848

14,0000

1,871004| 3,884766| 0,0137| 3,8779 1,875

6,1250| 4,9375

1,871094| 387793 0,0068| 3,8745 4,9375| 3,037675

1,8005| 3,0877

(= S ELV, B SR CVRE S Y
=
=]

1,871094| 3,874512| 0,0034) 3,8728 3,087737| 3,761532

02262 3,28746

=l

1,872803| 3,874512| 0,0017| 3,8737 3,874634| 3,871333

0,0033 3,8730

| 1,872803| 3,873657] 0,0000] 3,8732] | 8| 3,872084| 3872083

0,0000] 23,8730

W, 1 Implementacja w arkuszu kalkulacyjnym algorytméw znajdowania
niwlnalla kwadratowego metoda bisekgji (z lewej) oraz metoda

MEWiGha- Hiphsona (z prawej)

ey poti) warkuszu kalkulacyjnym implementacje algorytméw ob-
| win i ybliZonej wartosci pierwiastka kwadratowego:

L etody bisekeji,

L elody Newtona—Raphsona.

, Ohliozanie pél obszaréw zamknietych

F supewne policzyé pola wybranych obszaréw zamknigtych
lnnych odeinkami, takich jak trojkaty, prostokaty czy trapezy.
syt pole obszara zamknietego ograniczonego wybrang krzy-
kLl wapolizednych? Wezmy np. obszar ograniczony przez
'i?" Whifl/(x) - sin x i 0§ OX w przedziale od 0 do 7. Na rysun-
W 4 L abzar ten jest zaznaczony niebieskim kolorem.,
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1 |

|l

A L .
Aol T THITTT [2] :-a\x

Rys. 8.4. Obszar zamkniety ograniczony wykresem funkgji fix) = sinx i osig OX
w przedziale [0; 7]

Ogodlnie problem mozemy sformutowaé nastepujaco: chcemy obli-
czy¢ przyblizone pole obszaru zamknietego ograniczonego prostymi
x = a,x = b, osia OX oraz funkcja f(x), ktora jest ciagla i ma nieujemne
wartoéci dla argumentéw z przedzialu [a; b]. Niebieski obszar z rysun-
ku 8.4 jest ograniczony przez proste x = 0, x = m, 0§ OX oraz funkcje
flx) = sin x. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: a, b - liczby rzeczywiste,a < b,

f(x) — funkcja ciagta o nieujemnych wartoéciach dla argumentéw
z przedziatu [a; b].

Wynik: s — przyblizona wartoé¢ pola obszaru zamknietego ograni-
czonego prostymix = a, x = b oraz funkcjg f (x) i osig OX.

Metoda prostokatéw

Jedna z metod jest podzielenie przedzialu [4; b] na n czgéci tej same;j
dhugosci, czyli ciag przedzialdw [xg, 1], [%1, %2)s coor [%n_ 10 %)y %0 = @
i x, = b. Nastepnie oblicza sie pola prostokatéw o wierzchotkach
w punktach o wspéirzednych (x, _, O), (5, 0), (¥, i), (&, f0x)),
gdzie i = 1, ..., u, i sumuje te pola. Otrzymamy w ten sposéb przy-
blizong warto$¢ pola obszaru zamknigtego. Metode te nazywamy
Metoda prostokatéw © metoda prostokatéw. Rysunek 8.5 ilustruje ja dla funkeji flx) = sin
oraz przedzialu [1; 3] (prostych x = 1 i = 3) i dla 7 = 5. Prostokaty,
ktérych pola s sumowane, zaznaczono pomarariczowym kolorem.

O —" | {0

W przypadku gérnych i :
wierzchotkdw prostokatow i ¢ e it il
drugie wspdtrzedne ! _

moglyby byé tez réwne ! A -4 M EHIL MR i
fix;_ ). Na pewno jednak 1 HEeSEE |
muszg byé takie same. - : I : I

00 1 wttl % [ X% | & | X sz::?‘\.x
| | I

Rys. 8.5. Szukanie metoda prostokatdw przyblizenia pola obszaru ograniczonego
funkeja fx) = sinx i osia OX w przedziale [1; 3] dlan =5
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8. Metody obliczer przyblizonych 1l

Niektére prostokaty beda obejmowac obszar z nadmiarem (wykraczac
poza wykres funkcji), inne — obszar z niedomiarem. Im wigksza bedzie
warto$¢ n, tym niedomiar lub nadmiar bedzie mniejszy, a przyblizenie
wartoéci pola dokladniejsze. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

dx « (b - a)/n

« a

« 0

la i < 1, 2, .., n wykonuj
X < X + dx
s « s + dx * f(x)

X
s
d

Zmienna dx pamieta dtugo$¢ przedzialu, czyli szerokos¢ prostokata.
W zmiennej s zapiszemy sume pél prostokatéw. Pole pojedynczego
prostokata to iloczyn jego szerokosci (dx) i wysokosci (wartos¢ funkeji
dla argumentu x). Kod Zrédlowy funkejimain programu realizujacego
opisany algorytm jest nastepujacy:

1. int main()

Zallid

24 float a, b, x, dx, s=0;
4. int n;

B cout«"a = " cinxa;
6. cout«”b = ": ein»b;
i cout¢«™n = " cinpn;
8. dx=(b-a)/n;

Qi X=a;

10, for (int i=1;i<=n;i++)
1. {

12. x=x+dx;

13 s=s+dxxf(x);

14, }

15. cout¢"Pole obszaru: "«s;
16. return @;

Al

Rysunek 8.6 przedstawia efekty wykonania programu obliczajace-
go metoda prostokatéw pole obszaru ograniczonego przez funkeje
flx) = sin x oraz 0§ OX w przedziale [0; 7], odpowiednio dla » =10
oraz 1 = 100. Dokladna warto$¢ pola tego obszaru wynosi 2. Wida¢, ze
dla = 100 otrzymali$my dokladniejsze przyblizenie.

=]
.14 b .14

1e n = 18

Pole obszaru: Pole obszaru:

Rys. 8.6. Przyblizenia pola obszaru ograniczonego funkejg fix) = sinx i osig OX
w przedziale [0; 7] dla n = 10 i n = 100 wyliczone metodg prostokatow

© Fragment kodu

Zrédiowego programu
obliczajacego metoda
prostokatow przyblizong
wartoéé pola obszaru
ograniczonego

funkcija f(x) i osig OX

w przedziale [a; b] =
funkcja main

¢ Dobra rada

Jesli cheesz obliczyc
metoda prostokatdw pole
obszaru znajdujacego sig
pod osig OX, wystarczy,
ze dla wartosci funkcii
zastosujesz wartosé
bezwzgledna.
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Cwiczenie 5

Napisz program obliczajacy metoda prostokatéw przyblizona war-
tos¢ pola obszaru zamknietego, zgodnie ze specyfikacja na s. 138.

Metoda trapezéw

Podczas obliczania przyblizonej wartoéci pola obszaru zamkniete-
Metoda trapezow © go metoda trapezéw postepuje si¢ bardzo podobnie jak w wypadku
Metoda prostokatow, metody prostokatéw. Zamiast prostokatéw do przyblizania pola uzywa

s.188%8  sje trapezéw. Ilustruje to rysunek 8.7.
o ok 00 O O 6 5. O B Y 5
. /‘--.
0] "‘01 X
I i

Rys. 8.7. Szukanie metoda trapezéw przyblizenia pola obszaru ograniczonego
funkcija fix) = sinx i osia OX w przedziale [1; 3]dlan=5

Pole pojedynczego trapezu mozemy obliczyé, przyjmujac za wyso-
kos¢ poziomy odcinek pomiedzy punktamix; _,ix; o dtugosci dx, a za
podstawy — odcinki o dlugoéciach flx; _,) i fl,), taczace odpowiednio
punkty o wspétrzednych (x;_,, 0) z (x; _,, f(x;_,)) oraz (x, 0) z (x,, f{x.),
gdzie i = 1, ..., n. Pole pojedynczego trapezu wyraza sie wiec wzorem:

P=g- (o) + ) G- %) = 5 (M) + ) - de
Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:
dx < (b - a)/n
X < a
s < B
£ &= 5
dla i « 1, 2, ., n wykonuj
¥ <« x + dx
2 « £f(x)
S < s + dx x (f1 + £2)/2
f1 « 2

Wprowadziliémy dwie dodatkowe zmienne f1 i 2, w ktérych sa
pamietane wartosci funkeji dla koricéw rozpatrywanego przedziatu
[%_; %) gdziei=1, .., n

Fragment kodu Zrédtowego funkeji main programu, ktéry realizuje
algorytm obliczania przyblizonej wartosci pola obszaru zamknietego
metoda trapezéw, jest nastgpujacy.

8. Metody obliczeri przyblizonych 1

1) dx=(b-a)/n;

21 x=a;

a. fi=f(x);

4, for (int i=1;ic=n;i++)
5 {

6. X=x+dX;

T f2=f(x);

8. s=s+dx+(f1+£2)/2;
9. F1-£2;

10. }

Cwiczenie 6

Napisz program obliczajacy metoda trapezéw przyblizona warto$¢
pola obszaru zamknietego, zgodnie ze specyfikacja na s. 138.

Rysunek 8.8 przedstawia poréwnanie metody prostokatéw i metody
trapezéw na przykladzie funkeji f{x) = sin x w przedziale [0; %] in=10.
W tym przedziale funkcja jest rosnaca, wigc wszystkie prostokaty
zawyzaja warto$¢ pola. Metoda trapezéw w tym przypadku daje zde-

cydowanie lepsze przyblizenie.

Rys. 8.8. Przyblizenie pola obszaru zamknigtego ograniczonego funkeja flx) = sinx
i osig OX w przedziale [0; %] dla n = 10 wyliczone metoda prostokatow (z lewej)
i metoda trapezow (z prawej)

' -:t'}:- Zapamietaj

Metoda prostokatéw, stuzaca do obliczania pola obszaréw
zamknietych ograniczonych wykresem funkciji w okreslonym
przedziale, polega na wyznaczaniu przyblizonej wartosci tego pola
za pomoca sumy pol odpowiednio dobranych prostokatow.
Natomiast metoda trapezéw korzysta w podobny sposéb

z odpowiednio dobranych trapezéw.

8.4. Znajdowanie przyblizenia liczby =

Do poszukiwania przyblizonej wartosci liczby T mozna wykorzysta¢
metode prostokatéw lub metode trapezéw. Mozna tez zastosowac
metode Monte Carlo.

© Fragment kodu

zrodlowego funkeji main
programu, ktory oblicza
metoda trapezow
przyblizong wartosc
obszaru ograniczonego
funkcja f{x) i osig OX

w przedziale [a; b]

Metoda prostokatow,
8. 138

Metoda trapezow,
s. 140

14
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¢) Dobra rada

Liczba 7 to iloraz diugodci
okregu do diugosci jego
Srednicy.

Przyblizenie liczby = — metoda prostokatow i metoda trapezéw

Réwnanie okregu o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu r to:
x” + y* = r’. Przyjmijmy, ze r = 1. Zauwaz, Ze pole obszaru ograniczo-
nego okregiem o réwnaniu x” + y° = 1 jest réwne liczbie 7. Aby obliczyc¢
to pole, na]plerw trzeba policzy¢ pole obszaru ograniczonego krzy-
w3 flx) = /1 —x* w przedziale [-1; 1] i znajdujacego sie nad osig OX
(rys. 8.9). Nastepnie otrzymany wynik nalezy pomnozyé przez 2.

f(x) | 1
P
||t :
»” uE
// _ 0,5 : il \\_
[ ' |
il { (=051 ¢ o) | f 1105 [ | 1] |x

Rys. 8.9. Obszar ograniczony funkcija f{x) =/ 1 — x* w przedziale [-1; 1] znajdujacy
sig nad osig OX

Cwiczenie 7

Napisz program obliczajacy przyblizona wartosé liczby 7. Wykorzystaj:
a. metode prostokatdw,

b. metode trapezow.

Przyblizenie liczby T — metoda Monte Carlo

Czy wykorzystujac liczby losowe, mozna obliczaé przyblizenia réznych
wartosci lub symulowa¢ pewne zjawiska? Okazuje sie, ze tak. Metoda

Metoda Monte Carlo © uzywajaca w tym celu liczb losowych nosi nazwe rnetody Monte Carlo.

) Dobra rada

Do wylosowania
wspolrzednych punktow
mozesz wykorzystad
arkusz kalkulacyjny.
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Przeprowadimy nastepujace do-
$wiadczenie. Wylosujmy n punk-
téw w obrebie kwadratu o srodku
w poczatku ukladu wspéirzednych
i dtugosci boku a = 2 (a wiec punk-
tow o wspdirzednych z zakresu od -1
do 1). Policzymy, ile z wylosowanych
punktéw znajdzie si¢ w kole o §rodku
w punkeie (0, 0) i promieniu r = 1, czyli
w kole wpisanym w kwadrat. Liczbe

_ f(x)

8. Metody obliczeri przyblizonych Il

Iloraz pola kota do pola kwadratu jest w przyblizeniu réwny ilorazo-
wi liczby punktéw w kole do liczby wszystkich punktéw:
Tr ng
Y
gdzie r — promien kota, a — diugos¢ boku kwadratu, # - liczba wszyst-
kich punktéw w kwadracie, #, — liczba punktéw w kole.
W opisanym dodwiadczeniu a = 2r, czyli a? = 4r*. Otrzymujemy:
Tosrs o iy 4-ny
. S iy zatem T ="
Dang, ktéra wptywa na dokladnoé¢ przyblizenia liczby , jest liczba
punktéw losowanych w obrebie kwadratu. Im bedzie ona wigksza, tym
doktadniejsze przyblizenie otrzymamy. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: n — liczba catkowita dodatnia okreslajaca liczbe losowan punk-
tow o wspbirzednych (x, y), gdzie x iy sa liczbami rzeczywistymi
z przedziatu [-1; 1].

Wynik: pi — przyblizona wartos¢ liczby .

Oto zapis algorytmu znajdujgcego przyblizenie liczby m metoda
Monte Carlo (n@ odpowiada liczbie punktéw w kole) oraz kod Zrédlowy

funkcji main realizujacej ten algorytm:

ne < @

dlai < 0, 1, .., n - 1 wykonuj
x < losowa liczba rzeczywista z przedziatu [-1; 1]
y + losowa liczba rzeczywista z przedzialu [-1; 1]
jeSli x *x x +y *xy <1 tond <« n@ + 1

pi < 4 % n@/n

[2 Warto wiedzied
Metode Monte Carlo
mozna zastosowaé do
obliczania pola obszaréw
zamknigtych.

' @ Fragment kodu

Zrédtowego programu
znajdujgcego
przyblizong wartosé
liczby ™ metoda Monte
Carlo - funkcjamain

¢ Dobra rada
Pamigtaj, Ze korzystanie
z funkgji srand i rand
wymaga dolaczenia

punktéw w kole oznaczmy przez n,.
Przykltadowy wynik do§wiadczenia
ilustruje rysunek 8.10.

Rys. 8.10. Przyktadowy wynik
losowania punktéw w obrebie
kwadratu o srodku w punkcie
(0, 0) i diugosci boku 2

1. int main()
AL

3 int n, n@=6;
4. float x, y;
1B, cout«"Liczba punktow: "; cinyn;
6. srand(time(NULL));
FhEpL for (int i=0;i<n;i++)
i 8. {
| 9. x=—1+2+(float(rand())/RAND_MAX);
| 10, y=—1+2%(float(rand())/RAND_MAX);
i b if (viotkysye=1) N@++;
| 12. }
[ 431 cout«"Przyblizenie pi: "«dx(float(n@)/n);
L 14, return @;
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biblioteki cstdlib,
a korzystanie z funkcji
time - biblioteki ctime.



[£] Warto wiedzieé

Liczby losowane przez
komputer nazywa sig
czesto pseudolosowymi.
Sg bowiem generowane
wedlug ustalonych
algorytmow, czylitak
naprawde nie s3 losowane.

B Rozdzial 2. Algorytmy numeryczne

Instrukcja wlinii 6 inicjuje generator liczb losowych i uzaleznia loso-
wanie liczb od czasu wskazywanego przez zegar komputera (dzigki
temu po kazdym uruchomieniu programu otrzymamy rézne wyniki).

Petla w liniach 7-12 losuje # razy wspéirzedne punktu (linie 9-10)
i bada, czy wylosowany punkt nalezy do kofa o promieniu 1 oraz srod-
ku w poczatku uktadu wspétrzednych (linia 11). Jedli tak, powiekszamy
warto$¢ zmiennej n@. Funkcja rand losuje liczbe catkowita z zakresu

Stata RAND_MAX © 0d O do RAND_MAX. Predefiniowana stala RAND_MAX okre$la maksy-

[3 Warto wiedzieé

Standard jezyka C++

nie okresla dokladnej
wartodci statej] RAND_MAX,
gwarantuje jednak, ze

nie jest mniejsza niz
2151 = 32 767. Wartosc
stalej RAND_MAX zalezy od
kompilatora i biblictek.

) Dobra rada
Doktadniejsze przyblizenie
liczby m uzyskasz, gdy
wielokrotnie wywolasz
program i policzysz
srednig arytmetyczna
otrzymanych wynikow.

malng warto$¢, jaka moze zwrécié funkeja rand. Po konwersji wylo-
sowanej liczby calkowitej na rzeczywista (instrukcja float(rand()))
i podzieleniu jej przez stala RAND_MAX otrzymujemy liczbe rzeczywista
z przedziatu [0; 1]. Po pomnozeniu przez 2 i odjeciu 1 otrzymujemy
liczbe z przedziatu [-1; 1]. W linii 13 wypisywana jest przyblizona war-
toé¢ liczby 7 obliczona ze wzoru podanego na s. 143. Poniewaz dzielimy
dwie warto$ci calkowite, nalezy dokona¢ konwersji na typ rzeczywisty.

Cwiczenie 8
Napisz program obliczajacy przyblizona warto$c¢ liczby © metoda
Monte Carlo.

Rysunek 8.11 przedstawia przyktad wykonania programu obliczajace-
go przyblizong warto$¢ liczby ™ metoda Monte Carlo dla # = 1 000 000.
W tym przypadku otrzymalismy dokladnos¢ jedynie do trzech miejsc
czedci ulamkowej. Dla tej samej wartosci n mozemy otrzymac 16zne
przyblizenia liczby 7.

Liczba punktow: 1

Przyblizenie pi:

Rys. 8.11. Przykiad wykonania programu obliczajgcego przyblizong wartosc
liczby T metoda Monte Carlo dla 1 000 000 wylosowanych punktéw

25 A to ciekawe

Przyblizenia liczby 7

Juz w starozytnosci odkryto, ze stosunek obwodu kota do jego Srednicy
jest pewna stata. Obecnie znamy ja jako liczbe = | wiemy, ze jest to i
liczba niewymierna. Od tysigcleci stosuje sie rozne jej przyblizenia, np. 1
Archimedes uzywat do tego utamka 2—?2 Dzigki rozwojowi komputeréw. -
udaje sie wyznaczad kolejne cyfry rozwiniecia dziesigtnego liczby m.
W 1949 r. wyliczono 2038 cyfr po przecinku, a w 2020 r. — 50 biliondw.
Czesto dla uproszczenia obliczen przyjmuje sig © = 3,14. Moze to
przypadek, ale stosunek sumy dtugosci dwaoch dowolnych bokdw *
podstawy piramidy Cheopsa do wysokosci piramidy wynosi okoto 3,14."
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8.5. Symulacja ruchéw Browna

Ruchy Browna to chaotyczny ruch czastek substanciji stalej zawieszo- © Ruchy Browna

nych w cieczy lub gazie. Poniewaz sa to ruchy przypadkowe, do ich
symulacji mozna wykorzystac liczby losowe i metode Monte Carlo.

Przyjmijmy model, w ktérym czgstka przemieszcza sig¢ na plaszezyi-
nie w jednym z czterech kierunkéw. W jednostce czasu zmienia swoje
polozenie o jednostkowa odleglo$¢ wzdluz kazdej z osi (w lewo lub
prawo wzdtuz osi OX oraz do géry lub do dotu wzdluz osi OY). Moz-
liwe przesuniecia czastki pokazuje rysunek 8.12. Czarnym kolorem
zaznaczona jest aktualna pozycja czastki, a niebieskim — jej mozliwe
potozenia po wykonaniu ruchu w jednostce czasu.

Rys. 8.12. Mozliwe polozenia czastki po wykonaniu ruchu w jednostce czasu
zgodnie z przedstawionym modelem

Specyfikacje symulacji ruchéw Browna mozemy zapisa¢ w nastepu-
jacy sposéb:

Specyfikacja

Dane: n - liczba catkowita dodatnia, liczba ruchéw w symulacji odpo-
wiadajgca liczbie jednostek czasu.

Wynilk: x,y — polozenie czastki po n ruchach.

Algorytm w pseudokodzie mozemy zapisa¢ nastepujaco. Przyjmuje-
my, ze punktem poczatkowym czastki jest punkt (0, 0).
X <0
y «©
dla i < 1, 2, .., n wykonuj
dx < liczba losowa -1 lub 1
dy < liczba losowa -1 lub 1
X + X + dx
Yy <y +4dy

Symulacje zgodnie z przedstawionym modelem mozna fatwo prze-
prowadzi¢ w arkuszu kalkulacyjnym i zobrazowaé wykresem punk-
towym. Rysunek 8.13 na s. 146 przedstawia przyklad takiej symulacji.

Metoda Monte Carlo,
5. 142 &

[2) Warto wiedzieé

Nazwa ,ruchy Browna"
pochodzi od nazwiska
szkockiego biologa
Johna Browna.

W 1827 r. obserwowat
on przez mikroskop
przemieszczanie sie
czastek pytku kwiatowego
w wodzie | zauwazyt, ze
s3 one w bezustannym,
chaotycznym ruchu.

@ Warto wiedzie¢

Zjawisko ruchow Browna
badali niezaleznie Albert
Einstein oraz polski fizyk
Marian Smoluchowski.
Na poczatku XX w. opisali
oni matematyczny model
zjawiska oraz podali
przyczyne ruchow —
odbijanie sie czastek
substancji statej od
czasteczek cieczy

lub gazu.
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Bl Rozdziat 2. Algorytmy numeryczne

X v Zmiana z,mia"a, i Symulacja ruchow Browna
i lewo/prawo  gora/dot .
2| o o 1 4 R |
3 1 -1 1 i e s & & |
4l 3l o -1 1 S D S 00 |
5 i 1 -1 1 '0: :.: -:.:lr_o._o_
6 0 2 -1 1 'll:.:.: .:.-0:.‘-..’ s
7 1 3 1 1 0 5 e sie o *P%, o=
gl 2 2| 1 1 St ol e slnlm .
9 - 1 1 -1 Y O 2. L
10 0 0 -1 1 = e
197 1 3 -1 1
198 O 4 1 -1}
199 1 3 -1 -1
2000 O 2 -1 -1
201 1
Rys. 8.13. Przykiad symulacji ruchéw Browna dla 200 ruchow czastki (zaznaczone
punkty oznaczajg miejsca, w ktorych znalazla sie czastka)
) Dobra rada Cwiczenie 9
Jedli przy otwartym ] . ) ; :
arkuszu kalkulacyjnym Przygotuj w arkuszu kalkulacyjnym symulacje ruchéw Browna zgodnie
nacisniesz klawisz F9, z modelem oméwionym w tym temacie. Przedstaw ruch czastki na
komputer przeliczy . . ; : :
Beriownie Wezysiiin wykresie punktowym. Przeprowad? symulacje wielokrotnie.
zapisane w nim formuty.
W arkuszu symulujgcym s
ruchy Browna za pomoca —J- Zapamietaj

tego klawisza ponownie
wylosujesz liczby. Metoda Monte Carlo wykorzystuje liczby losowe do modelowania
roznych zjawisk oraz obliczania przyblizeri pewnych wartosci.

Metodg tg mozna np. obliczy¢ przyblizong wartosé liczby = oraz

symulowa¢ ruchy Browna.

Skad pochodzi nazwa metody Monte Carlo?#

Za jednego z tworcow metody Monte Carlo uwaza sig polskiego !
matematyka Stanistawa Ulama (1909-1984). Nadat on tej metodzie nazwe,
ktéra prawdopodobnie pochodzi od nazwy dzielnicy Monako — Monte Carlo.
Niekidrym kojarzy sie ona z kasynami, gdzie wielu powierza swoje szczescie
losowi. Stanistaw Ulam w ksiazce Przygody matematyka tak wspominat
powstanie metody: ,Zauwazytem, ze znacznie praktyczniejszym sposobem
oceniania prawdopodobienstwa utozenia pasjansa jest wykiadanie kart,

czyli eksperymentowanie z tym procesem i po prostu zapisywanie

procentu wygranych, niz proba obliczenia wszystkich mozliwosci
kombinatorycznych, ktdrych liczba rosnie wykladniczo i jest tak wielka,

Ze pominawszy najprostsze przypadki, jej oszacowanie jest niemozliwe".
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™ Podsumowanie

]

m

Metoda bisekcji (pofowienia) polega na zmniejszaniu zakresu przeszukiwanych danych
o potowe do znalezienia rozwigzania lub do momentu, gdy dfugo$é przedziatu poszukiwan
jest nie wieksza niz dokladno$é obliczen (wéwczas wynikiem jest ostatnio wyznaczony
érodek przedzialu).

Metode bisekcji mozna zastosowac¢ do znajdowania miejsca zerowego funkeji f{x) w prze-
dziale [a; b]. Aby mozna bylo to zrobi¢, funkcja musi by¢ okreslona i ciagta w przedziale
[@; b] oraz fla) - f(b) < 0.

Metode bisekcji mozna zastosowaé takze do poszukiwania pierwiastka kwadratowego
z liczby rzeczywistej ¢ wiglkszej od 1. Problem ten sprowadza sie do znalezienia miejsca
zerowego funkeji f{x) = x* — ¢ w przedziale [1; c].

Metoda Newtona—Raphsona polega na szukaniu przyblizonej dtugosci boku kwadratu
o polu x za pomoca prostokatéw o tym samym polu.

Metoda Newtona—Raphsona mozna znalez¢ przyblizona warto$¢ pierwiastka kwadra-
towego z dodatniej liczby rzeczywistej x. Za wartosci poczatkowe przedziatu poszuki-
wan mozna przyjaé 1 i x. Przedzial zawezamy, zamieniajac jedng z wartoéci na érednia
arytmetyczng koricdw przedzialu z poprzedniego kroku, a druga — na iloraz wartosci x
i policzonej $redniej.

Metoda prostokatéw stuzy do obliczania pola obszaréw zamknigtych ograniczonych wy-
kresem funkcji i osia uktadu wspétrzednych w okreslonym przedziale. Polega na znajdo-
waniu przyblizonej wartosci tego pola jako sumy pél odpowiednio dobranych prostokatow.
Metoda trapezéw wykorzystywana jest do obliczania pola obszaréw zamknietych ograni-
czonych wykresem funkgji i osig uktadu wspétrzednych w okre$lonym przedziale. Polega
na znajdowaniu przyblizonej wartosci tego pola jako sumy pé6l odpowiednio dobranych
trapezow.

Metoda Monte Carlo wykorzystuje liczby losowe do modelowania réznych zjawisk oraz
wyznaczania niektérych przyblizonych wartosci.

Metoda Monte Carlo mozna obliczyé¢ przyblizona warto$¢ liczby t oraz symulowac
ruchy Browna.

3 zadania

"

L

"

Wykorzystujac program znajdujacy miejsce zerowe funkcji metoda bisekeji oméwiony
w tym temacie, wyznacz kilka miejsc zerowych funkcji f(x) = x - sinx w przedziale [-7; 7).
Znajdz w tym przedziale inne miejsce zerowe, ktdrego metoda bisekcji nie da si¢ wyznaczy¢.

Bl Napisz program, ktéry wyznaczy metoda bisekcji pierwiastek kwadratowy z dodatniej
liczby rzeczywistej 0 < ¢ < 1.

El Oméwione w temacie programy obliczajace pola obszaréw zamknietych metoda
prostokatéw i metoda trapezéw zmodyfikyj tak, aby obliczaty prawidlowo pola takze
dla ujemnych wartosci funkcji ograniczajacej obszar.
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