1. Odwrotna notacja
polska (ONP)

W znanym ci sposoble zaplaywanla wyrazon ale jabraicznych znaki dziatan
umieszcza sie pomiedzy argumentami, a o kolejnosci wykonywania obliczeri
decyduja nawiasy oraz to, jak wysokl priorylet ma dane dziatanie. Nie jest
to jednak jedyny sposcb przedstawiania wyrazen algebraicznych. Istniejg
notacje, w ktdrych nie uzywa sig nawlasow, a mimo to mozna wiasciwie okreslic

kolejnos¢ wykonywania dzialan. Jedna z nich jest odwrotna notacja polska.

Cele lekgji

= Poznasz sposoby zapisu wyrazer algebraicznych bez uzycia nawiasow,
w tym odwrotng notacje polska.

= Dowiesz sig, czym sg dynamiczne struktury danych.

® Poznasz i zastosujesz dynamiczng strukiure danych o nazwie stos.

® Zamienisz wyrazenie algebraiczne zapisane w notacj tradycyjnej na zapis
W odwrotnej notaciji polskie).

= Wykorzystasz odwrotna notacje polska do obliczenia wartosci wyrazenia
arytmetycznego.

1.1. Sposoby zapisu wyrazen algebraicznych

Stosowany powszechnie zapis wyrazeri algebraicznych, w ktérym znak
Notacja infiksowa ® dziafania wystepuje pomiedzy argumentami, to notacja infiksowa.
Na przykiad sume a i b w tej notacji zapisujemy: a + b.
Innym sposocbem zapisywania wyrazen algebraicznych jest
Notacja prefiksowa @ notacja prefiksowa, zwana tez notacja polska. W jej przypadku
(notacja polska)  ;nak dziatania stawia sie przed argumentami, ktérych dotyczy. Suma
a i b bedzie wygladata nastgpujaco: + a b. Znak dziatania mozna
tez postawic za argumentami: @ b +. Ten sposéb zapisu nazywa sie
Notacja sufiksowa © notacja sufiksowa lub odwrotna notacja polska (ONP). W notacjach
{odu:r;tsr;: n_oct;ﬁ:? preﬁ%{‘..s?wej 1 sufiksowej nie uzywa si¢ nawiaséw, a mimo to mozna
okresli¢ kolejno$¢ wykonywania dziatari zgodnie z ich priorytetami.
Sposob interpretacji wyrazenia algebraicznego zapisanego w odwrotnej
notacji polskiej (notacji sufiksowej) ilustruje rysunek 1.1.

[3 warto wiedzie¢
Notacie polska wymyslit
polski matematyk Jan
tukasiewicz. Odwrotna
notacja polska zostata

lloczyn a i sumy b, ¢

Zaproponowana przez abc+*
australijskiego naukowca 1—J
C.L. Hambilina i nazwana Suma b, ¢

odwrotng notacjg polska
jako wyraz uznania dla

Rys. 1.1. Wyrazenie algebraiczne a * (b + ¢ d i i ji
celsoniad bukaslawioza, g {b + ¢) przedstawione w odwrotnej notacii

polskiej (notacji sufiksowe)j)
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1, Odwrotna notacja polska (ONP)}

Na wyrazenia zapisane w odwrotnej notacji polskiej nalezy patrzec
od prawej do lewej. Wyrazenie algebraiczne a b ¢ + * z rysunku 1.1
oznacza iloczyn, ktérego pierwszym czynnikiem jest @, natomiast dru-
gimsuma & i ¢ (b ¢ + oznacza sume b i ¢, poniewaz znak + znajduje si¢
bezposrednio za b i ¢). Zatem zapisa b ¢ +* w odwrotnej notacji polskiej
odpowiada wyrazeniu a * (b + ¢) w notacji tradycyjnej.

Tabela 1.1 przedstawia przyklady wyrazen algebraicznych w notacji

tradycyjnej i odwrotnej notacji polskiej.

Notacja tradycyjna | .(.)'dwrotnalt _not_ac]a polska _i
(infiksowa) (notacja suﬁiso:va_}

= DC s s e abc+ T "
s I abc+ o
{r-b)*e i) “ e T
al(b+o) abc+/

Tubola 1.1. Przykiady wyrazen algebraicznych zapisanych w notacii tradycyjnej
| adwrotne] notacii polskiej
*
: a +
polskicj mozna tatwo przedstawi¢ wyra-

Jonle w postaci graficznej, jak na rysun- b c
ki 1.2, Taki sposéb zapisu nazywamy poc 4o Drzewo wyrasenia
(lrzewem wyrazenia algebraicznego. algebraicznegoab ¢ +*

Na podstawie zapisu w odwrotnej notacji

Cwiczenie 1
Znpliz wyrazenie (a + b) - (¢ + d) w odwrotnej notacji polskiej oraz
Ilworz drzewo tego wyrazenia algebraicznego.

1,2, Czym jest stos?

W ulporytinle zamieniajacym wyrazenia z notacji tradycyjnej na ONP

© Drzewo wyrazenia

[2 Warto wiedzieé

Odwrotna notacja
polska byla stosowana
w niektdrych kalkulatorach.

algebraicznego

wybuizystamy strukture danych o nazwie stos (ang. stack). Mozna ja © Stos

ptownac do stosu ksigzek (rys. 1.3). Kolejna ksigzke doktada sig tylko
i wierzch stosu i zdja¢ mozna jedynie ksigzke lezaca na wierzchu.
Paddabini e w strukturze danych ostatnio dodany element jest wierz-
cholkiem stosu, a usungé mozna tylko element
bedgey wierzchotkiem. Na stosie mozna przecho-
wywa¢ wylacznie dane tego samego typu. Jest on
strukturg danych, z ktérej pobieramy elementy
w kolejnosci odwrotnej do ich wstawiania. Taka

o strategie dostepu nazywa sie¢ LIFO (od ang, last in,
Pgh 00 Bl kalgzok first out — ostatni wehodzi, pierwszy wychodzi).

© LIFO
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= Rozdzial 1. Rozwigz

Operacje na stosie

ywanie problemow z wykorzystaniem dynamicznych struktur danych

o Mozemy wyroznié nastgpujace operacje na stosie:

» push — umieszczenie elementu na stosie, ‘

» pop — usuniecie elementu bedacego wierzcho{klgm stosu,'

» top — odczytanie wartosci elementu bedacego wierzchotkiem stosu,
b empty — sprawdzenie, czy stos jest pusty.

Dynamiczna struktura®  Stos jest przykiadem dynamicznej struktuf'y dgnych, czyli talfle;,
danych  ktéra moze zmieniaé swéj rozmiar podczas dziatania programu. Licz-

¢ Dobra rada

Jedli nie wiesz, jak
wymawiac obcojezyczne
nazwy umieszczane

w podrgczniku, skaorzystaj
7 translatora, ktdry daje
mozliwos¢ odstuchania
tekstu, np. Tumacza
Google lub Bing Microsoft
Translator.
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be elementéw pamigtanych w dynamicznej strukturze danych mozna
zwiekszaé lub zmniejszac w zaleznoéci od potrzeb.

= s

g Zapamietaj

Stos jest dynamiczng strukturg danych, czyli taka, ktorej rozmiar.
mozna zmieniaé w trakcie dziatania programu. Operacje wykonuje
sie tylko na jednym koricu stosu. Do operaciji tych naleza:
umieszczenie elementu na stosie (push), zdjecie elementu ze stosu
(pop), odczytanie wartosci elementu bedacego wierzcholkiem

stosu (top) i sprawdzenie, czy stos jest pusty (empty). J

1.3. Algorytm zamiany wyrazenia z notacji tradycyjnej
na ONP

W algorytmie zamiany wyrazenia algebraicznegolzapisar_lego w n(?tacji
tradycyjnej na zapis w odwrotnej notacji polskiej ograniczymy si¢ do
wyrazen, w ktérych moga wystgpowac tylko: .
» podstawowe dziatania algebraiczne dwuargumentowe — dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie,
» dowolnie zagniezdzone nawiasy okragle,
» jednoznakowe argumenty (litery, liczby jednocyfrowe).
Zakladamy takze, Ze wyrazenie w notacji tradycyjnej jest zapisane
bez bled6w. Oto specyfikacja problemu:

= =iy - = SR : —

| Specyfikacja e
| Dane: w — napis reprezentujacy wyrazenie algebraiczne w notacji
| tradycyjnej, w ktorym moga wystepowac¢ znaki +, — *’t / )alfo.zna— |
| ki dziata’h dwuargumentowych, nawiasy okragle oraz litery i liczby
| jednocyfrowe jako argumenty jednoznakowe. !

Wynik: onp —napis reprezentujacy wyrazeniew zapisane w odwrot- :
| nej notacji polskiej.

Algorytm zamiany bedzie polegal na przegladaniu wyrafm’enia zapisg—
nego w notacji tradycyjnej od lewej do prawej iw ZBIQZHOSC.I. od rodzaju
napotkanego znaku - podejmowaniu odpowiednie] decyzji.

1. Qdwrotna notacja pelska (ONP) IS

Niektére znaki podczas analizy wyrazenia wejsciowego trzeba prze-
chowaé przez pewien czas. Dotyczy to znakéw dziatan (do czasu roz-
patrzenia drugiego argumentu) oraz nawiasu otwierajacego (do czasu
napotkania w wyrazeniu odpowiadajacego mu nawiasu zamykajacego).
Dane te przechowamy na stosie. Sposéb postepowania ilustruja tabele
1.211 1.3 (s. 14) na przykladzie wyrazefia + b *coraza — (b +¢) *d +e.
W ostatniej kolumnie kazdej tabeli elementy stosu zapisane sa w kolej-
no¢ci od dna stosu do wierzchotka stosu (wierzchotkiem stosu jest
pierwszy znak od prawej).

Tabela 1.2 przedstawia kolejne kroki prowadzace do zamiany wyra-
7eniaa + b * ¢ na zapis w ONP. W kroku 4 znak mnozenia jest wkladany
na stos po sprawdzeniu, jaki znak jest wierzchotkiem stosu. Jest to znak
dodawania, a wiec dziatania o priorytecie nizszym od mnozenia. Gdyby
bylo to dziatanie o priorytecie wyzszym lub réwnym, przed wloze-
niem na stos nalezatoby znak takiego dziatania zdjac ze stosu i dopisaé
do wyrazenia wynikowego. Po przeanalizowaniu wszystkich znakow
wyrazenia wejéciowego nalezy znaki dziataf pozostale na stosie dopisac
do wyrazenia wynikowego (kroki 6 i 7).

Krok Hozpzartlg‘wany Operacja/operacje W&rgi:;ie: E-:f:;‘::g |
1 . . Dopiaa,nie s sl _a.... (i I i
R b | No‘zen.ié-r.!.a.l 3.103 j | A ins
i h R Do;;iéénie do ONP Lab + K
| . Wiozenie na stos il ab .+‘ -

[ Dopisanie do ONP abc Lo

. Zdjecie ze stosu i dopisanie : i '
' do ONP znaku * s 5 i

Zdjecie ze stosu i dopisanie " ;_ I
do ONP znaku + Ll |

bl 1.2, Kolejne kroki podczas zamiany wyraZenia a + b * ¢ na zapis w ONP

Inhela 1.3 na s. 14 przedstawia kolejne kroki prowadzace do zamia-
Wy wyrzeniaa - (b + c) * d + e na zapis w ONP. W kroku 7 ze stosu
slejmujemy znak dziatania, ktéry znajduje sie nad nawiasem otwie-
fnlgey i, Znak ten dopisujemy do wyrazenia wynikowego, nastgpnie

slufininjenty ze stosu nawias otwierajacy i go gubimy. W ten sposcb
dplnzemy w odwrotnej notacji polskiej fragment wyrazenia ujety
W iy, W kroku 10, po napotkaniu w wyrazeniu znaku +, ze stosu
slujinjomy dwa znaki — jeden o priorytecie wyzszym niz napotkany
sk, g o priorytecie takim samym co napotkany znak — i dopisuje-
Iy 10 o wyrazenia wynikowego. Nastepnie znak + wktadamy na stos.

@ warto wiedzieé

Drzewo wyrazenia
algebraicznego tatwiej jesl
utworzyc na podstawie
zapisu wyrazenia w ONP
niz na podstawie zapisu
w notacji tradycyjnej.
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Rozpatrywany

. Krok | znak
{1 ! a
:; 4, b
;5 !+
SN
7 |
=i
o | d
10. +
|7 @
gl
| i ALY T e il
Rozpatrywany znak

Lt AT
' Litera/liczba jednocyfrowa
ii (
|

1)

| Znak dzialania

| Koniec wyrazenia
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Poniewaz w wyrazeniu wejéciowym nie ma juz znakéw do rozpatrze-
nia, zdejmujemy znak + ze stosu i dopisujemy go do wyrazenia wyni-
kowego (krok 12).

Wyrazenie | Elementy

.Operacja!op_er_acle w ONP - na stosie
el LA i e AL Y il Hiii i
| Dopisanie do ONP | a
| Wiozenie na stos 'a i |
i Wilozenie na stos |a |
.i Dopisanie do ONP ' ab |
I Wiozenie na stos ab |
- — i i e U o SENUY IS i B BT — - i
| Dopisanie do ONP | abc i
y R ey Il
| Zdjecie ze stosu i dopisanie do ONP znaku + ! i |
| d labc+ P =
| Zdiecie ze stosu znaku ( g {
| Wiozenie na stos | abc+ ' i
| Dopisanie do ONP | abc+d - -:_
| Zdjecie ze stosu i dopisanie do ONP znaku * | | |
! Zdjecie ze stosu | dopisanie do ONP znaku - | abc+d*- |+ |
| Wiozenie na stos znaku + ; !
!: Dopisanie do ONP !i abc+d -e | + |
| Zdjecie ze stosu i dopisanie do ONP znaku + labc+dT-e+ | [

Tabela 1.3. Kolejne kroki podczas zamiany wyrazeniaa—(b +¢)*d+ena zapis
w ONP

Tabela 1.4 zawiera zestawienie operacji wykonywanych walgorytmie
zamiany wyrazenia algebraicznego z notacji tradycyjnej na odwrotna
notacje polska w zalezno$ci od napotkanego znaku.

Operacia!opefﬁci e i !
Dopisanie litery/liczby jednocyfrowej do wyniku !_
Wiozenie nawiasu na stos | ’
Zidjecie ze stosu znakdw dzialari do napot.kania.n;a s;:;a_i.e n::zwtasuotw:eraqaceg_o
| i dopisanie tych znakow dzialari do wyniku |

il Zdjecle ze stosu nawiasu otwierajgcego !
i; Zdjecie ze stosu znakow dzialan o priorytecie wyzszym lub réwnym priorytetowi
| napotkanego onaku dzialania i dopisanie tych znakow dziafan do wyniku (esli 1
| takie znaki sa) |
| Wiozenie rozpatrywanego znaku dziatania na stos ‘

| Zdgcie ze stosu i dopisanie do wyniku znakéw dzialan, kidre pozostaly na stosie |

Tabela 1.4. Operacje w algorytmie zamiany wyrazenia algebraicznego z postaci
tradycyjnej na zapis w ONP

1. Odwrotna notacja polska (ONP)

Cwiczenie 2

Zapisz kolejne kroki zamiany podanego wyrazenia na zapis w ONP.
a.a-b+c

b.a-(b+c)

c.la+b)-(c+d)

datb-c—d

Algorytm zamiany wyrazenia algebraicznego z notacji tradycyjnej
na odwrotna notacje polska, zgodny ze specyfikacja podana nas. 12,
mozna zapisa¢ w pseudokodzie nastepujaco:

onp <« ""
dla i < @, ..., dlugos¢ w — 1 wykonuj
jesli wli] = '(" to
push(wli])
przejdz do nastepnego powtérzenia petli
jesli w[i] = ')' to
dopdki top() z ‘(' wykonuj
onp « onp + top()
pop()
pop() // zdjecie ze stosu znaku (
przejdz do nastepnego powtérzenia petli
jesli wl[i] = '+' lub w[i] = '-' to
dopéki nie empty() oraz top() = '(' wykonuj
onp « onp + top()
pop()
push(w[i])
przejdz do nastepnego powtérzenia petli
jesli w[i] = 's+' lub w[i] = /' to
jeéli nie empty() oraz
(top() = "x' lub top() = /') to
onp + onp + top()
pop()
push(w[i])
w przeciwnym przypadku onp < onp + w[i]
toptkl nie empty() wykonuj
onp < onp + top()
pop()

Zuklidamy, ze mamy do dyspozycji stos oraz operacje na stosie.
Juodinle ze specyfikacja w wyrazeniu moga wystapic tylko cztery dzia-
lunin dwa o nizszym priorytecie i dwa o wyzszym. Napotkanie doda-
wihin lub odejmowania powoduje zdjecie ze stosu i dopisanie do wyni-
bit il lanh znajdujgeych sie na stosie az do napotkania ewentualnego
Wi otwierajacego (poniewaz nie ma dziatan o nizszym prioryte-
{101, Matomlnst napotkanie mnozenia lub dzielenia powoduje zdjecie
s uboni | doplsanie do wyniku tylko innego mnozenia lub dzielenia
(P lewns nie ma dziatai o wyzszym priorytecie).

Stos,
s. 1@

Operacje na stosie,
s 1202
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Jesli napotkany znak nie jest znakiem dzialania ani nawiasem, to
musi by¢ argumentem. Dopisanie argumentu do wyniku realizuje
instrukcja podana jako przeciwny przypadek do ostatniej instrukeji
jesli.

Cwiczenie 3

Zamien ponizsze wyrazenia na zapis w odwrotnej notacji polskiej

zgodnie z oméwionym algorytmem zapisanym w pseudokodzie.

a (@+b)-c—d)-e+f-g

a-b+c)-d-(e+f)
I g+h

1.4. Implementacja algorytmu zamiany wyrazenia z notacii
tradycyjnej na ONP

Zaimplementujemy teraz w jezyku C++ oméwiony algorytm zamia-
ny wyrazenia algebraicznego z notacji tradycyjnej na odwrotng nota-
Biblioteka STL @ cj¢ polska. Wykorzystamy w tym celu szablon stosu z biblioteki STL
(ang. Standard Template Library — standardowa biblioteka szablo-
néw). Aby méc skorzystaé z szablonu, na poczatku programu nalezy

dofgezy¢ biblioteke stack — dyrektywa s#include <stack>, Ogélna
Deklaracja stosu ® deklaracja stosu jest nastepujaca:

stack<typ elementéw stosus> nazwa_stosu;

W naszym programie elementami przechowywanymi na stosie beda
znaki, a wige deklaracja zmiennej typu stack o nazwie stos bedzie
miala postac:
stack«har> stos;

Typ stack jest typem obiektowym, zatem udostepnia metody do

Metody push, pop, top, @ przetwarzania danych. Naleza do nich m.in. metody push, pop,
empty dla klasy stack top, empty. Ich dzialanie odpowiada wymienionym w tym tema-
cie operacjom na stosie. Parametrem metody push jest element,
ktéry chcemy wstawi¢ na stos. Metody top, pop, empty sa bezpa-
rametrowe. Korzystajac z metody, stosujemy notacje z kropka — po
nazwie stosu zapisujemy kropke i nazwe metody, np. stos.top().
Odwolanie do elementu stosu, gdy stos jest pusty, jest bledem. Zeby
przy odwotaniu do wierzchotka stosu nie sprawdzaé, czy stos jest
Wartownik to element ® pusty, wprowadzimy wartownika, Bedzie on petnit funkcje dna stosu.

Operacje na stosie,
s. 12

U*atwiajacgogigaézﬂenf Za wartownika przyjmiemy znak, ktéry nie moze wystapi¢ w wyraze-
Y niu wejsciowym (np. znak #).
Kod zrédtowy funkeji realizujacej algorytm zamiany wyrazenia alge-
braicznego z postaci tradycyjnej na odwrotna notacje polska, zapisany
wezedniej w pseudokodzie, moze wygladaé nastepujaco.

i
I'f
11
18]

Hig)

sliing ONP(string w)

sback«chary stos;

nlos. push( '

nkring onp="";

for (int i=0;icw.size();i++)

}

if (wlil=='(")
{
stos.push('(");
continue;
}
if (wlil==")")
{
while (stos.top()!='(")
{
onp=onp+stos.top();
stos.pop();
}
stos.pop();
continue;
}
if (wlil=="+' |l wl[i]=='-")
{
while (stos.top()!='#' && stos.top()!='(')
{
onp=onp+stos.top();
stos.pop();
}
stos. push(w[il]);
continue;

}
if (w[i]=="s"
{

Il wli]=='/")
if (stos.top()=="+' || stos.top()==/")
{

onp=onp+stos.top();
stos.pop();
}

stos.push(w[il);

1

else onp=onp-+w[i];

while (stos.top()!='#')

I
|

onp=onp-+stos.top(); stos.pop();

stos.pop();
return onp;

1. Odwrotna notacja polska (ONP)

O Kod Zrédiowy funkeiji
zamieniajgcej wyrazenie
algebraiczne z postaci
tradycyijnej
na odwrotng notacje
polska (z wielokrotnym
wykorzystaniem
instrukcji warunkowej)

) Dobra rada

Kiedy korzystasz

z typu stack, pamietaj

o dofgczeniu do programu
biblioteki stack.




"_ Rozdzial 1. Rozwigzywanie problemdw z wykorzystaniemn dynamicznych strukiur danych

W linii 3 zostata zadeklarowana zmienna stos, a w linii 4 wstawio-
no na stos znak # jako dno stosu (wartownik). W linii 5 zadeklarowa-
na jest zmienna onp i nadana jest jej warto$¢ — napis pusty. W liniach
6—43 znajduje sie gléwna petla przegladajaca kolejne znaki wyrazenia
algebraicznego i w zaleznosci od rozpatrywanego znaku wykonujaca
operacje zgodnie z omdéwionym algorytmem. Po rozpoznaniu znaku
i wykonaniu odpowiadajacych mu czynnosci nalezy przej$¢ do analizy
kolejnego znaku, pomijajgc pozostate instrukcje w petli. Aby to zrobi¢,

Instrukcja continue @ wykorzystaliSmy instrukcje continue, ktéra powoduje pominiecie
instrukeji do korica petli i przejscie do nastepnego powtérzenia petli.
Petla w liniach 44—47 zdejmuje ze stosu i dopisuje do wyniku znaki dzia-
tan, ktére zostaly na stosie po zakoriczeniu analizy wyrazenia algebra-
icznego. W linii 48 ze stosu usuwany jest wartownik (stos bedzie pusty).
2 instrukeji continue, Rysunek 14 przedstawia przyktad wywotania programu wykorzy-
mozna uzy¢ instrukcji: ; ; : ; s T :
if stujacego funkcje ONP, przedstawiona na s. 17, i zamieniajacego zapis
wyrazenia z postaci tradycyjnej na odwrotng notacje polska.

@ Warto wiedziec
Zamiast korzystac

else if ...

Podaj enie: (a+b)/c-(b+d)

Rys. 1.4. Przykiad wywolania programu zamieniajacego wyrazenie zapisane
w postaci tradycyjnej na zapis w ONP

Cwiczenie 4

Napisz program zamieniajgcy wyrazenie zapisane w notacji trady-
cyjnej na zapis w odwrotnej notacji polskiej zgodnie ze specyfikacja
podang nas. 12.

W gtéwnej petli funkeji ONP (petli for) zamiast wielokrotnie uzywaé
Instrukcja wyboru ® instrukeji warunkowej, mozna skorzystaé z instrukeji wyboru switceh.
switeh  Gkladnia instrukeji switch jest nastepujaca:

switch (zmienna)

case wartosé_1:
// instrukcje, gdy zmienna==wartosé_1
break;

case wartosc_2:
// instrukcje, gdy zmienna==wartosé_2
break;

case wartosc_n:
// instrukcje, gdy zmienna==wartosé_n
break;
default:
// instrukcje, gdy zmienna nie prazyjmuje
// zadne] z wymienionych wezesSniej wartosci

18

=)

Aby skorzysta¢ z instrukeji switch, wartosci, jakie moze przyjac¢
dnlonnn, musza byé typu catkowitoliczbowego. W zaleznosci od war-
lnel vmiennej wykonywana jest jedna z czeéei kodu zaczynajacych sie
il ulowa Kluezowego case. Na przykiad gdy zmienna przyjmie war-
lnd war Losé_2, program wykona instrukeje od czeéci rozpoczynaja-
1) uly od case wartosé_2. Czesé default jest opcjonalna (moze nie
Wyntyplt) — podobnie jak czes¢ else w instrukeji warunkowej if. Dzieki
Inntrukeji break mozna przerwaé wykonywanie kolejnych instrukeji © Instrukcja break
duplunnych w switeh. Gdyby zabraklo instrukeji break, po wykonaniu
lintiikefi dla danej wartoéci zmiennej program przeszediby do kolejnych
il w instrukeji switeh. Zauwaz, ze jesli nie wystapi czeé¢ default,
Ie (i 11 polrzeby uzywania instrukeji break w czgéci z ostatnim case.
[hutinikejn break ma takze zastosowanie w petlach — dzigki niej mozna
ditizymnd wylonywanie instrukeji w petli i wyjs$é z petli.

['vigment kodu Zrédiowego funkeji ONP z wykorzystaniem instrukeji
= sWitah (zamiast linii 7-43) moze wygladaé tak jak ponizej. Zauwaz,

5 L0 sinlenng jest znak, ktéremu w jezyku C++ odpowiada kod ASCIL.
Jinlennn przyjmuje zatem warto$ci, ktére sa liczbami catkowitymi.

R

Y

—yr— e

O Fragment kodu
| awiteh (w[i]) rodiowego funkcii
! | zamieniajgcej wyrazenie
| case '(': algebraiczne z postaci
= | stps .push('('); break; ::gﬁ;]:g]];; odwrotng
! h case ')":

L (z wykorzystaniem
i ] while (stos.top()!='(") instrukcji switch)
|'; {
3 onp=onp+stos.top(); stos.pop();
1) }
It stos.pop(); break;
[ case '+':
¥l while (stos.top()!='#' &R stos.top()!='(")
1 {
[ onp=onp+stos.top(); stos.pop();
It) }
[ stos.push('+'); break;
' case '-':
i while (stos.top()!='#" &R stos.top()!='(")
{
(1] onp=onp+stos.top(); stos.pop();
|l stos.push('~'); break;
il case '&':
‘ gl if (stos.top()=='+' || stos.top()==/')
1l ib {
{ onp=onp+stos.top(); stos.pop();
' ]

{1 stos.push('+'); break;

“I_"j 1

IS

1. Odwrotna notacja polska (ONP) IS
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3 Warto wiedzieé

Stos w programie
zamieniajgcym wyrazenie
z notacji tradycyjnej

na ONP mozna tez
zaimplementowag,
wykorzystujac do tego
Zmienna typu string.

Rekurencja (rekursja),
padrgcznik

Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzony,

5. 236
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20. case /'

30. if (StOS.t,Op()::'-f.' |1 5t05.t0p()=='/')
31, {

32. onp=onp+stos.top(); stos.pop();
33. }

34. stos.push('/'); break;
{438, default:

36. onp=onp+w[i];

373

Cwiczenie 5

Napisz program zamieniajacy wyrazenie zapisane w notacji tradycyj-
nej na zapis w odwrotnej notacji polskiej z wykorzystaniem instrukcji
wyboru switch.

':fl?:' Zapamietaj i

Do zamiany wyrazenia z notacji tradycyjnej na odwrotna notacje )
polska wykorzystuje sig strukture danych o nazwie stos. Aby wybr.ac
jeden przypadek z wielu, mozna wielokrotnie zastosowac instrukcje
warunkowa i f lub skorzystac z instrukcji wyboru switch.

—

1.5. Obliczanie wartoéci wyrazenia arytmetycznego
zapisanego w ONP

Zajmiemy sie teraz problemem obliczania wartoéci wyrazenia zapisa-
nego w odwrotnej notacji polskiej zgodnie z ponizsza specyfikacja.

|7Specyfikacja

Dane: onp — napis reprezentujacy wyrazenie arytmetyczne
w odwrotnej notacji polskiej, w ktérym moga wystepowac znaki
+ - * / jako znaki dziatan dwuargumentowych oraz liczby‘jednlo-
cyfrowe. Znak / oznacza wyznaczanie czeécei catkowitej z dzielenia.

Wynik: wart — liczba catkowita bedaca wartoécia wyrazenia onp.

o

Algorytm rekurencyjny

Najpierw rekurencyjnie obliczymy wartoéci argumentow dz_ia‘iania,
ktére trzeba wykonaé jako ostatnie. W odwrotnej notacji polskiej zna.k
tego dzialania jest ostatnim znakiem zapisu. Rysunek 1.5 przedstauflzf
przykladowe wyrazenie z podziatem na fragmenty, ktérych wartosci
trzeba wyznaczyé rekurencyjnie.

1. Odwrotna notacja polska (ONP}

[28+5 iz 23++

i

Drugi argument

Pierwszy argument Dziatanie

Rys. 1.5. Podziat wyrazenia na argumenty wyznaczane rekurencyjnie

Jesli w odwrotnej notacji polskiej ostatni znak wyrazenia jest cyfra,
to dane wyrazenie jest stalg. W takim przypadku zgodnie ze specy-
fikacja stala ta jest liczba jednocyfrowa. Nie ma wéwczas wywolania
rekurencyjnego, a wynikiem jest dana liczba.

Na rysunku 1.6 sg przedstawione wywolania rekurencyjne dla wyraze-
nia 2 3 + 4 *5 6 * + Liczby przy strzatkach oznaczaja kolejnosé tych
wywotan. Zielony prostokat wskazuje ostatni znak badanego wyraze-
nia, a pomarariczowe prostokaty — argumenty, ktére zostang obliczo-
ne rekurencyjnie. Szarym kolorem oznaczone s3 zwracane wyniki.

[@@:2{”30:50
4 1/

Rys. 1.6. Schemat rekurencyjnego obliczania wartosci wyrazenia zapisanego w ONP

Oto pseudokod funkeji realizujacej algorytm rekurencyjny:

funkcja Oblicz(onp)
znak <« ostatni znak wyrazenia w onp
onp < onp bez ostatniego znaku
jegli znak jest cyfra to
zwrdE wartosé(znak) i zakohcz
w przeciwnym przypadku
arg2 < Oblicz(onp)
argl < Oblicz(onp)

jesli znak = '+ to
zwrdé argl + arg2 i zakohcz
jesli znak = '-' to

zwrdé argl - arg2 i zakohcz
jesli znak = 'x' to

zwrdé argl x arg2 i zakohcz
jesli znak = /' to
zwrdé argl div arg2 i zakofcz

[3) Warto wiedzieé

Funkeja Obliez musi
modyfikowac zmienna
onp, aby w kolejnych
wywotaniach
rekurencyjnych
parametrem tej funkeji byto
odpowiednio skrocone
wyrazenie.
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Kod Zrodiowy ©

funkgji obliczajacej
wartoéé wyrazenia
arytmetycznego
zapisanego w ONP,
realizujacej algorytm
rekurencyjny

¢") Dobrarada

Znaki parametru onp

5@ usuwane z wyrazenia
przez funkcje rekurencyjna
Oblicz. Jesli po jej
wykonaniu potrzebny
bytby jeszcze zapis
wyrazenia, zapamigtaj go
w zmiennej pormocnicze]
przed wywotaniem funkcji
Oblicz.

22

Wartoscia funkcji Oblicz jest liczba. Dlatego w przypadku, gdy ostat-
ni znak wyrazenia jest cyfra, dokonujemy konwersji znaku cyfry na
liczbe jednocyfrowa. Operacja ta oznaczona jest przez war tosé(znak).

Dla wyrazenia przedstawionego na rysunku 1.6 ze s. 21 nastapia
ponizsze wywofania funkcji Oblicz:

Oblicz("23+4+56++") = 5@
Oblicz("23+4x56x") = 30
Oblicz("23+4%56") = 6, warunek poczatkowy
Oblicz("23+4%5") = 5, warunek poczagtkowy
Oblicz("23+4x") = 20
Oblicz("23+4") = 4, warunek poczatkowy
Oblicz("23+") = 5
Oblicz("23") = 3, warunek poczatkowy
Oblicz("2") = 2, warunek poczatkowy

Zapisujac funkeje Oblicz w jezyku C++, nalezy pamigtad, Ze zmiany
dokonane na parametrze onp (usunigcie ostatniego znaku z wyraze-
nia) musza zostaé¢ zachowane. Parametr jest wigc przekazywany przez
referencje. W tym celu przed nazwa parametru stawiamy znak & Kod
zrodtowy funkeji moze wygladac nastepujaco:

1. int Oblicz(string Ronp)

L

21l char znak=onp[onp.size()-1];
4. onp.erase(onp.size()-1,1);

51 if (znak>='0' &R znak<='9')

6. return znak-48;

T. else

8. {

9. int arg2=0blicz(onp);

10. int argi=0blicz(onp);

A4 switch (znak)

45 {

i3, case '+':

14. return argil+argZ;
15. case '-'!

16. return argl-arg?2;
1T. case '

18. return arglxarg2;
19. case '/':

20. return argi/arg?;
21. }

22, }

231}

W linii 3 zmiennaznak przyjmuje warto$¢ ostatniego znaku wyrazenia
onp bedacego parametrem, a wlinii4ten znak jest usuwany z wyrazenia.
Jesli jest on cyfry, to funkcja Oblicz zwréci liczbe jednocyfrows.

1. Odwrotna notacja polska (ONP) IS

Aby zwrécié te liczbe, od kodu ASCII cyfry odejmowana jest wartosé
48, czyli kod ASCII znaku '@' (linia 6). W liniach 9 i 10 obliczane
sg rekurencyjnie argumenty dziatania (najpierw prawy argument).
Nastepnie w instrukcji switch obliczany jest wynik funkcji (linie
11-21). Instrukcja return koriczy dziatanie funkcji. Poniewaz zostata
uzyta w instrukeji switech, nie jest juz potrzebna instrukcja break.

Rysunek 1.7 przedstawia wywotanie programu obliczajacego warto§c

wyrazenia arytmetycznego podanego w odwrotnej notacji polskiej.

Rys. 1.7. Przyktad wywotania programu obliczajgcego warto$é wyrazenia
arytmetycznego podanego w odwrotnej notacji polskiej

Cwiczenie 6
Napisz program obliczajgcy rekurencyjnie warto$é wyrazenia zapi-
sanego w ONP zgodnie ze specyfikacja podana na s. 20.

Algorytm z wykorzystaniem stosu

Bedziemy teraz analizowaé wyrazenie od lewej do prawej. Poniewaz
w zapisie ONP znak dzialania znajduje sie za argumentami, ktérych
dotyczy dzialanie, argumenty musimy zapamieta¢ do momentu, az
odczytamy znak dziatania. Dlatego przechowamy je na stosie. Dziafa-
nie dotyczy dwéch argumentéw znajdujacych sie na gérze stosu (prawy
argument dziatania to wierzcholek stosu, a lewy to element znajdujacy
sie bezpoérednio pod nim). Nalezy wiec zdjaé dwa elementy ze stosu,
wykonaé dziatanie arytmetyczne i wynik ponownie wlozyé na stos.
Po przejrzeniu calego wyrazenia na stosie pozostanie jeden element —
wynik dzialania. Elementami stosu beda liczby catkowite.

) Dobra rada

Zapis return znak-48
w linii 6 moZesz zastgpic
instrukeja:

return znak-'e’

@ Warto wiedziec¢

W omowionym algorytmie
rekurencyjnym,
znajdujacym wartosé
wyrazenia arytmetycznego
zapisanego w ONP,
wyrazenie bylo
przegladane od prawej

do lewej. Jest to ogdina
cecha algorytmow
rekurencyjnych —
przegladaja one dane

w odwrotnej kolejnosci niz
algorytmy iteracyjne.

Hi=s] _ci_e'kawej

Stos w translatorach jezykéw programowania

lworca koncepcji stosu jako struktury danych jest niemiecki
matematyk Friedrich Bauer (na zdjeciu). Przedstawit ja w roku 1955.
Slos jest wykorzystywany m.in. w translatorach jezykow
programowania do pamigtania zmiennych lokalnych i parametréow
lunkeii. Wiasnie z tego powodu przy obliczaniu ztozonosci
pamieciowej algorytmow rekurencyjnych dodaje sie skiadnik
odpowiedzialny za rozmiar stosu. Friedrich Bauer jest tez autorem
popularnego terminu ,inzynieria oprogramowania”.
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Tabela 1.5 przedstawia kolejne kroki podczas wyznaczania wartosci Oto kod zrédlowy funkgji realizujacej podany algorytm:
0 3 * # 1
wyrazenia23 %457 +2 wykorzystaniem stosu. ; ; i © Kod Zrédiowy
______ _ 1 Ent Oblicz(string onp) funkcii obliczajacej
i Jifefl i Elemen i wartosc wyrazenia
Kooy BOZpatWWﬂ“Y_ | Operacja/operacje i 3. stack¢int> stos; arytmetycznego
znak . ' na stosie
e ' e e P 4, for(int i=0;i<onp.size();i++) zapisanego w ONP,
1 2 | Wiozenie na stos | 2 5 S if (onp[i]>='0' && onp[i]<="9") wjlaEpstiaoes) stop
beooatocy = I Sh— et e : 6. StDS-pUSh(Dn [i]—48)'
i ; , i p ;
hia. |8 | Wiozenie na stos 23 ' T else
Lo SR I il e R SRR B e ] b
Zdjecie ze stosu 3 | 9 ¢ int 2=stos.top(); :
 u B ' Zdjecie 76 stosu 2 6 : i int arg2-stos. op(); stos.pop();
| i | Wiozenie na stos lloczynu 21 3 . 18, int argl=stos.top(); stos.pop();
! o . e e e e e | , 11. switch (Onp[i])
|4 | Wiozenie na stos | 12, {
LSRG R e e | 13, R
B | | I
FETN .. . 0 stos. pusn(argt+ara?);
I | Zdjecie ze stosu 5 ' A I:rf‘e.a ;
B | Zdjgie ze stosu 4 1 6820 0. case "'t
! | Wiozenie na stos iloczynu 415 | 17 stos. push(argi-arg2);
E______,,,,_,_____,_,._..__.. SaliLri AL ---——-i Zd;ec-:le Zestosu 20 e [ ' """" ——— iH break;
3 + | Zdiecie ze stosu 6 | 26 ,!,I'[:' s :
Wiozenie na stos sumy 6 i 20 ; 4. stos. push(arglxarg2);
o — | - R o= break,
| 8. | Zdjgcle ze stosu wyniku wyrazenia Comer | HS
LR —_— ik R B e e bl AT gt —e ricl t I h 1 2 =
Tabela 1.5. Kolejne kroki podczas obliczania wartosci wyrazenia 2 345"+ na. ] stos.push(argt/arg2);
z wykorzystaniem stosu 25 }
| !
oK int wart=stos.top();
Algorytm obliczajacy wartos¢ wyrazenia arytmetycznego z wylcorz.".ys- 07, stos.pop():
taniem stosu zgodnie ze specyfikacja podana na s. 20 mozna zapisac 28, return wart;
w pseudokodzie nastgpujaco: 29, )
dlai < 0, ..., diugos¢ onp — 1 wykonuj A / 3 . !
= —— jedli onp[{] jest cyfra to push(wartosé(onplil)) W linii 3 deklarowany jest stos, ktorego elementami beda liczby cat-
Ej‘ Warto wiedzie¢ w przeciwnym przypadku lowile (zmienna stos typu stack o elementach typu int). W petli
gﬁxﬂ%ﬁ@ﬁ‘ﬁ:&}:ﬁa arg2 « top() (linfe 4-25) przegladane sa kolejne znaki wyrazenia od lewej do prawej.
Kolejnosé zdejmowania pop() Joili znak jest cyfra, to jest ona zapisywana na stosie jako liczba jedno-
argumentow zzlstgsy » arg't) <« top() tylrowa (linie 5—6). W przeciwnym przypadku ze stosu sa zdejmowane
ma znaczenie dla dziatan, pop v Her 4 ; H 3 *
it ialsnt o i (T, dwie liczby, !(tor.e 53 Zapamietywane odpow_nedm.o w zmiennych a_rg.z
oush(argt + arg?) | 011, ezyli najpierw prawy argument dziatania, potem lewy (linie
przejdz do nastepnego powtérzenia petli 0 10), W liniach 11-24 wkladany jest na stos wynik analizowanego
jesli znak = '-' to ilvfnlania, Po zakoriczeniu dziatania petli na stosie znajduje sig jedna
push(argl - arg2) _ it zbn, ktéra jest obliczona warto$cia wyrazenia. Jest ona zdejmowana
przejdz do nastepnego powtdrzenia petli . J0 itosu | zapamigtywana w zmiennej wart (linie 26-27), ktorej war-
jesli znak = 'x' to 5 L Jest wynikiem funkeji Oblicz (linia 28).

push(argl * arg2)
przejdz do nastepnego powtorzenia petli A .
jeéli znak = /' to i Cwlczenie 7
push(argl div arg2)
wart < top()
pop()

Fuplsz program obliczajacy warto$é wyrazenia zapisanego w ONP
suoiln e ze specyfikacja podana na s. 20. Wykorzystaj stos.
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"] Podsumowanie

= Spos6b zapisu wyrazeri algebraicznych, w ktérym znak dzialania wystepuje pomiedzy
argumentami, nazywamy notacjg infiksowa.

® W notacji prefiksowej (notacji polskiej) znak dziatania wystepuje przed argumentami,
natomiast w notacji sufiksowej (odwrotnej notacji polskiej) znak dziatania zapisuje sie
po argumentach.,

= W notacji polskiej oraz odwrotnej notacji polskiej nie uzywa sie nawiasow.

* Dynamiczne struktury danych charakteryzujg sie tym, ze ich rozmiar (liczba elemen-
t6w) moze sie zmienia¢ podczas dzialania programu.

" Stos to dynamiczna struktura danych typu LIFO (ang. last in, first out), w ktorej operacje
s3 wykonywane na jej jednym koricu. Przyktadowe operacje na stosie to: push (umiesz-
czenie elementu na stosie), pop (zdjecie elementu ze stosu), top (odczytanie wartosci
elementu bedacego wierzchotkiem stosu) i empty (sprawdzenie, czy stos jest pusty).

® Algorytm zamiany wyrazenia z notacji tradycyjnej na odwrotng notacje polska wykorzys-
tuje stos. Na stosie przechowywane sg nawiasy otwierajace oraz znaki dziatari.

® Algorytm obliczania wartosci wyrazenia arytmetycznego zapisanego w odwrotnej notacji
polskiej moze wykorzystywaé stos. Wéwczas na stosie przechowywane s3 argumenty
dziatari arytmetycznych.

= Aby wybra¢ jeden przypadek z wielu, mozna wielokrotnie uzy¢ instrukeji warunkowej
if lub instrukcji wyboru switch.

Zadania

* BNl Napisz program, ktéry wezyta napis zlozony wytacznie z nawias6w okraglych oraz
sprawdzi, czy s3 one wlasciwie sparowane. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK” lub
»NIE”. Na przyktad dla napisu ,,(())” program zwréci , TAK”, a dla napisu ,)(()” — ,NIE”,

* Napisz program zamieniajgcy wyrazenie algebraiczne zapisane w notacji tradycyjnej
na wyrazenie w odwrotnej notacji polskiej, W wyrazeniu moga wystapi¢ argumenty
jednoznakowe (litery lub liczby jednocyfrowe), nawiasy okragte oraz dwuargumentowe
dzialania arytmetyczne: dodawanie (+), odejmowanie (), mnozenie (*), wyznaczanie
czgsci catkowitej z dzielenia (/) oraz reszty z dzielenia (%).

* Kl Napisz program obliczajacy warto$¢ wyrazenia arytmetycznego zapisanego w odwrotnej
notacji polskiej. Wyrazenie moze sie sktadaé z cyfr jako argumentéw jednoznakowych
oraz z dwuargumentowych dziatan arytmetycznych: dodawania (), odejmowania (),
mnozenia (*), wyznaczania czeéei catkowitej z dzielenia (/) oraz reszty z dzielenia (%).

++ B Napisz program, ktéry wezyta liczbe catkowita dodatnia, a nastepnie wypisze
tworzace ja cyfry w kolejnosci od cyfry najbardziej znaczacej do cyfry jednosci, kazda
w oddzielnym wierszu. Wykorzystaj stos liczb catkowitych.
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I Naplaz program, kt6éry wezyta napis ztozony z maksymalnie trzech rodzajow qawila’séw:
(), [ oraz {}, a nastepnie sprawdzi, czy sa one wiasciwie sparowane. I(ole}nc:sc par |
niwlisdw jest dowolna. Na przyklad napis ,({})” uznajemy za poprawny, a napis ,({)} \
20 nlepoprawny. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK” lub ,NIE”.

- [ Maplsz program zamieniajacy wyrazenie algebraiczne zapisane w notaf:ji tl_:adycyjneii
i1 wyrnzenie zapisane w odwrotnej notacji polskiej. Wyrazenie inazeiste sktadaé
/ nipimentéw jednoznakowych (liter i liczb jednocyfrowych), nawiasow oqug{ych
oras dwuargumentowych dziatan arytmetycznych: dodawania (+), odejmowania (-),
ninozenia (%), wyznaczania czeéci catkowitej z dzielenia (/) oraz potegowania (%).

e INuplsz program wezytujacy napis skladajacy sie z cyfrjako argumentéwjednoznal(o.wych
oz dwuargumentowych dziatan arytmetycznych: dodawania (+), odejmowania ‘(w),
imnozenia (*) oraz wyznaczania czesci catkowitej z dzielenia (/) i sprawdzajacy, czy jest
I prawidlowe wyrazenie arytmetyczne zapisane w odwrotnej notacji polskiej. Program
powlnien wypisaé stowo ,TAK” lub ,NIE”.

¥ Muplsz program, ktéry wezyta napis ztozony z maksymalnie trzech rodzajéw rfawi’a'séw:
(), |} oraz {}, a nastepnie sprawdzi, czy sa one wiasciwie sparowane. Kolejno$¢ par
nawlasGw ma znaczenie i jest nastepujaca (od najbardziej wewnetrznego): (), [1, {}. Na
i pnzyklad napis ,{()}” jest poprawny, a napis ,,([])” nie jest. Program powinien wypisa¢
f wlowo , TAK" lub ,NIE",

¥
RN | Zupisz w wybranej przez siebie notacji (lista krokéw, schemat blokowy, pseudokod,

E; Jysyk programowania) algorytm sortowania szybkiego bez wykorzystania rekurencji.
tikorzystaj ze stosu.
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