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4. Grafy. Znajdowanie
najkrotszej drogi

Zapewne zdarza ¢i sig korzysta¢ z map internetowych. Pozwalajg one m.in.
znalez¢ najszybszg lub najkrétsza droge migdzy dwoma miejscami. Jakie
algorytmy to umozliwiajg i jakie struktury danych te algorytmy wykorzystuja?
W tym temacie odpowiemy na te Pytania. Zajmiemy sig struktura danych
nazwang grafem oraz podstawowymi algorytmami operujgcymi na grafach.

Cele lekgciji

® Dowiesz sig, czym jest graf, i poznasz sposoby jego reprezentowania.
® Przejrzysz wszystkie wierzcholki grafu, stosujac rézne algorytmy.
® Znajdziesz najkrotszg droge pomigdzy dwoma wierzchotkami grafu.

4.1. Czym jest graf?

Graf © Graf (ang. graph) to struktura danych sktadajgca sie z niepustego zbioru
wierzcholkéw i zbioru potaczeri miedzy nimi, czyli krawedzi. Rysu-
nek 4.1 przedstawia przyktad grafu zlozonego z pieciu wierzchotkéw
(ponumerowanych od 0 do 4) oraz oémiu krawedzi faczacych pary
wierzchotkéw:011,0i2,0i3, 1 i2,1i3,1i4,2i4 oraz3i4.

" e e

Rys. 4.1. Przykiad grafu zloZonego z pieciu wierzcholkéw i ogmiu krawedzi

Sasiednie wierzchotki @ Wierzchotki

polaczone krawedzig nazywamy sasiednimi wierzchol-
grafu

kami grafu. W odniesieniu do mapy wierzchotki mozemy interpretowaé
jako miejscowosci, a krawedzie jako drogi pomiedzy miejscowoéciami.

Wierzcholek grafu moze nie by¢ pofaczony krawedzig z zadnym
innym wierzchotkiem lub moze by¢ potaczony krawedzia z samym
soba. Dwa wierzchotki moga by¢ tez potaczone wigcej niz jedna krawe-

Graf prosty © dzig. W temacie zajmiemy si¢ grafami prostymi, czyli takimi, w kté-
rych dwa wierzchotki moze taczyé¢ co najwyzej jedna krawedz oraz
z zadnego wierzchotka nie prowadzi krawedz do niego samego.

Waga krawedzi grafu@  Krawgdziom grafu moga by¢ przypisane wartoéci zwane wagami.
W odniesieniu do mapy wagi moga okregla¢ np. odlegloéci pomiedzy
miejscowosciami lub czasy przejazdu. Rysunek 4.2 przedstawia przy-

Graf wazony © kiad grafu z wagami krawedzi. Taki graf nazywamy grafem wazonym.
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Rys. 4.2. Przyktad grafu waZonego

Cwiczenie 1 i
Narysuj na kartce papieru przykiad grafu waionego. Wykor_zys.tm :;(zeéc
sieci drég poprowadzonych miedzy miejscowoscig, w ktorej mieszkasz,
a kilkoma sasiednimi miejscowoéciami.

Graf nieskierowany to graf, w ktérym przejscie wzdtu.'z krawedzi © Graf nieskierowany
jest mozliwe w obu kierunkach. Przyktadami grafow niesklerowa’nych e
sa grafy na rysunkach 4.1 i 4.2. Graf skierow?lly to graf, w kt(frin; © Gra
po krawedzi mozna przejs¢ w okreélonym kierunku. I'{ysune( =
przedstawia przyklad grafu skierowanego. Kierunek, w ktorym mozna
przejéé po krawedzi, oznaczony jest strzalk.

2
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Rys. 4.3. Przyklad grafu skierowanego

Graf, w ktérym istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego, w
nazywamy grafem spéjnym. Grafy przedstawione na rysunkach 4.1, © Graf spéjny

4.2 1 4.3 sa spéjne.

“¢- Zapamietaj

Graf skiada sie z niepustego zbioru wierzchotkdw i.zbi*.aru krawedzi,
czyli potaczen miedzy wierzchotkami. W grafach mes.k|erowan§rcl.1 :
przejécie miedzy dwoma wierzchotkami potgczonymi krlawedzua jes

‘mozliwe w obu kierunkach. W grafach skierowanych migdzy
wierzchotkami mozna przechodzié tylko zgodnie z zaznaczony;:n
kierunkiem. Jesli krawedziom grafu przyporzadkowane sg wagl', to
taki graf nazywamy grafem wazonym. Graf spéjny to graf, w ktorym
istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego.
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Macierz sgsiedztwa @ my macierza sasiedztwa. Rysunek 4.4 przed-

[2) Warto wiedzieé

Z macierzy sasiedztwa
mozna odczytac wiele
informaciji dotyczacych
grafu, np. ktére
wierzchotki sasiadujg

z danym wierzcholkiem.

4.2. Reprezentacja grafu

Do reprezentacji grafu wykorzystuje sie rézne struktury danych i réz-
ne sposoby. Czes¢ z nich opiera sie na rozwigzaniach, ktére juz znasz.
Pokazemy m.in, jak wykorzysta¢ do reprezentacji grafu typ vector
z biblioteki STL.

Macierz sasiedztwa

Do przechowywania informacji o grafie mozna wykorzystaé tablice
dwuwymiarowg # x u, gdzie # oznacza liczbe wierzchotkdéw grafu.
Element (i,j) tablicy informuje, czy istnieje krawedz od wierzchotka i
do wierzchotka j. Gdy graf nie jest grafem wazonym, informacja, czy
krawedZ miedzy wierzchotkami istnieje czy nie, moze by¢ informacja
logiczna (wartosci typu bool: true i false lub typu int: @ i1). Dla
grafu wazonego z dodatnimi wagami elementem tablicy moze by¢
waga krawedzi oraz warto$¢ 0, gdy krawedZ nie istnieje. Jesli graf jest
nieskierowany, to wartosci elementéw (i,j) oraz (j,i) sa takie same.

Jesli graf jest skierowany, a przej$cie miedzy 012 3 4
wierzcholkami i oraz j jest mozliwe tylko o[@|3][a]3]0
w jednym kierunku, to warto$¢ jednego zele- 1(8]/@ 3|8
mentéw (i,3) lub (j,i) bedzie réwna 0. 2/210/0/0/0

Opisana powyzej reprezentacje grafu nazywa- j g : f g;

Rys. 4.4. Reprezentacja
grafu z rysunku 4.3

w postaci macierzy
sasiedztwa

stawia przyklad reprezentacji grafu z rysunku
4.3 ze s. 63 w postaci macierzy sasiedztwa.

Gwiczenie 2
Zapisz w postaci macierzy sgsiedztwa reprezentacje graféw z rysun-
kéw4.1i4.2zes. 62163.

Na rysunku 4.4 widaé, ze wiele elementéw tablicy jest niewykorzys-
tanych (wypelnionych zerami, poniewaz krawedzie miedzy danymi
wierzchotkami nie istniejg). Zlozonoé¢ pamieciowa i zlozonosé czaso-
wa algorytmdéw operujacych na takiej reprezentacji grafu wynosi
co najmniej O ().

Listy sasiedztwa

Listy sasiedztwa © Inna forma reprezentacji grafu sg listy sasiedztwa. W tym przypadku

dla kazdego wierzchotka pamieta si¢ liste sasiadujacych z nim wierz-
chotkéw (polaczonych krawedzig z tym wierzchotkiem). Jesli graf nie
jest grafem wazonym, elementami danej listy beda numery sasiednich
wierzchotkéw.

Rysunek 4.5 przedstawia reprezentacje grafu z rysunku 4.1 ze s. 62
w postaci list sasiedztwa.

4. Grafy. Znajdowanie najkrotszej drogi I

Iys. 4.5. Reprezentacja grafu z rysunku 4.1 w postagi list sasiedztwa

W przypadku grafu wazonego dla kazdego wierzchotka nalezy
piamigta¢ dwie wartosci: numer sasiedniego wierzchotka oraz wage
krawedzi, ktéra do niego prowadzi. Rysunek 4.6 przedstawia repre-
entacje grafu z rysunku 4.3 ze s. 63 w postaci list sgsiedztwa. Wagi
krawedzi s3 zaznaczone na pomaraficzowo.
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Hys. 4.6. Reprezentacja grafu z rysunku 4.3 w postaci list sasiedztwa

Pierwsze algorytmy zwigzane z grafami, ktérymi bedziemy sie zajmo-
wad, beda dotyczy¢ grafu niewazonego. Dlatego omowimy najpierw
mozliwosci reprezentacii takiego wiasnie grafu w postaci list sasiedztwa.

W jezyku C++ listy sasiedztwa dla grafu niewazonego mozna przed-
ilawi¢ w postaci tablicy n-elementowej, gdzie # jest liczbg wierzchot-
lkow grafu. Kazdy element tej tablicy odpowiada jednemu z wierz-
cholkéw i jest lista zawierajaca numery wierzchotkéw sasiadujacych
# tym wierzchotkiem. Przyktad deklaracji tablicy Graf, stuzacej do
przechowywania list sasiedztwa dla grafu z piecioma wierzchotkami,
wyglada nastepujaco:
const int N=5;
list<int> Graf[N];

Lista,
s. 4712
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lterator,

Przedstawimy jeszcze jedna mozliwosé deklaracji grafu w postaci list

sasiedztwa. Wykorzystuje ona typ vector z biblioteki STL. Do przegla-

s.517 dania element6w listy nie musimy wéwezas wykorzystywacé iteratora.

Tablica dynamiczna® Typ vector jest w pewnym sensie odpowiednikiem tablicy

dynamicznej (ang. dynamic array), czyli takiej, ktorej rozmiar (liczbe
elementéw) mozna okresla¢ i zmienia¢ podczas dziatania programu.
Do zmiennej typu vector, podobnie jak do zmiennej typu list, moz-
na wstawic¢ w dowolne miejsce nowy element. Mozna tez usunaé z niej

Deklaracja zmiennej d0Wolny element (zmieniajgc w ten sposéb takze rozmiar). Ogdlna
typu vector © deklaracja zmiennej typu vector jest nastgpujaca:

vector<typ elementéw wektoras nazwa_wektora;

Zeby korzysta¢ z typu vector, nalezy za pomocy dyrektywy
#include <vector> dolyczyé do programu biblioteke vector,

Do elementu typu vector odwolujemy sig tak samo jak do elemen-
tu w tablicy — podajac w nawiasach kwadratowych indeks elementu.

Metoda resize dla klasy © Rozmiar zmiennej typu vector mozna ustali¢ za pomoca metody

vector

resize, ktdrej parametrem jest liczba elementéw. W programie moz-
na jej uzy¢ wielokrotnie i w ten sposéb zwiekszaé lub zmniejszac liczbe
elementéw. Metoda resize moze takze mieé drugi parametr, ktéry
okresla wartoé¢ poczatkows elementéw zmiennej typu vector. Aktu-

Metoda size dia klasy ® alny rozmiar tej zmiennej zwraca bezparametrowa metoda size.

vector

Fragment kodu ©

Zrodtowego programu
tworzacego zmienng
typu vector, ktdrej
elementy sa losowymi
liczbami

¢ Dobra rada

Wstawianie elementéw
do struktury danych

typu vector oraz
usuwanie ich z tej
struktury wymaga czesto
przesuniecia w pamigci
calej struktury danych
(alokacji przydzielonej
pamieci). Zwigksza to
czas wykonywania tych
operacji. Jesli w programie,
ktéry piszesz, elementy
beda czesto wstawiane
badz usuwane, lepigj uzyj
typu list.
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Ponizszy fragment kodu zrédtowego programu tworzy zmienna Tab
typu vector o elementach catkowitych, nastepnie wezytuje z klawia-
tury rozmiar zmiennej i wypetnia jg losowymi liczbami.

vector<int> Tab;

int n;

cinsn;

Tab.resize(n);

for (int i=0;i<Tab.size();i++)
Tab[i]=rand()/100;

e e e

Cwiczenie 3
Napisz program, ktéry utworzy zmienna typu vector, wezyta jej

rozmiar z klawiatury, a nastepnie wypelni te zmienna losowymi licz-
bami catkowitymi i ja wypisze.

Elementem zmiennej typu vector moze by¢ kolejna zmienna typu
vector. Otrzymamy w ten sposéb odpowiednik tablicy dwuwy-
miarowej, w ktérej kazdy wiersz moze mie¢ réing liczbe elementéw.
Do poszczeg6lnych elementéw takiej zmiennej odwolujemy sie jak do
elementdw tablicy dwuwymiarowej, podajac w drugiej parze nawiaséw
kwadratowych drugi indeks.

4. Grafy. Znajdowanie najkrotszej drogi

Ponizszy fragment kodu Zrédlowego programu dla # = 4 utworzy
tablice Tab przedstawiong na rysunku 4.7,

. , Ran——
vector<vectorcinty > Tab; |
int n;
cindn;
Tab.resize(n);
for (int i=@;i<Tab.size();i++)

Tab[i] .resize(i+1);

B4 28

2|

Rys. 4.7. Przykiad tablicy o roznej liczbie elementéw w wierszach

Cwiczenie 4
Napisz program, ktéry utworzy tablice taka jak na rysunku 4.7, wy-
petni ja losowymi liczbami catkowitymi i wypisze elementy tablicy.

Do reprezentacji grafu w postaci list sasiedztwa mozna wykorzystaé
zmienng typu vector, ktérej elementy sa tez typu vector, Oto dekla-
racja zmiennej Graf reprezentujacej graf, w ktérym wierzchotki ozna-
czone 53 liczbami catkowitymi:

vector<vectorint, > Craf;

Mozna zdefiniowa¢ whasna nazwe dla tak okrelonego typu. Jest to
szczegdlnie przydatne, gdy zmienna reprezentujaca graf bedzie para-

Fragment kodu
Zrodtowego programu
tworzgcego tablice

o roznej liczbie
elementéw w wierszach

[£] Warto wiedzieé

Elementy zmienngj
tvpu veetor mozna
sortowac za pomocag
funkcji sort z biblioteki
STL. Parametrami funkcji
sg wowczas wartosci
Zwracane przez iteratory
begin i end. Na przykiad
zapis funkcji sortujgcej
wartosci zmiennej Tab
bedzie wygladat
nastepujaco:
sort(Tab.begin(),
Tab.end());

metrem funkcji. Do definiowania wlasnej nazwy typu zmiennych © Definicja wiasnej nazwy

stuzy slowo kluczowe typedef:
typedef<definicja typur nazwa_typy;

Definicja typu tgraf reprezentujacego graf jako listy sasiedztwa
oraz deklaracja zmiennej Graf tego typu przyjma postac:
typedef vector<vector<int; > tgraf;
tgraf Graf;

Opis grafu wygodnie jest przygotowac w pliku tekstowym. Pierwszy
wiersz pliku bedzie zawierat dwie liczby catkowite dodatnie okreslajace
odpowiednio liczbe wierzchotkéw grafu iliczbe krawedzi. Kazdy kolej-
ny wiersz bedzie opisem jednej krawedzi w postaci numeru wierzchot-
ka poczatkowego i numeru wierzchotka koficowego.

Rysunek 4.8 na s. 68 przedstawia przyklad grafu skierowanego i jego
opis w pliku tekstowym.

typu zmiennych

) Dobra rada

Dwa znaki » zapisane
obok siebie kompilator
moze uznaé za
operator wczytywania
danych. Dlatego przy
deklaracji zmiennych

z wykorzystaniem
szablondw typdw

z biblioteki STL oddziel
te znaki spacja.
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Kod Zrédtowy funkcji ©
Czytaj, wezytujacej
z pliku tekstowego opis
grafu niewazonego

"

©) (1) >2)

@—(4)
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Rys. 4.8. Przykiad grafu skierowanego i jego opis w pliku tekstowym

Kod zZrédltowy funkcji wezytujacej opis grafu z pliku tekstowego
i tworzacej zmienng Graf typu tgraf moze by¢ nastepujacy:

void Czytaj(tgraf &Graf)

1.

2.

3 int n, m, wi, w2;

4. ifstream we("graf.txt");
5 wessnism;

6. Graf.resize(n);

T for (int i=0@;i<m;i++)

8. {

9. werwlw2;

10. Graf[wi].push_back(w2);
11. }

2% we.close();

4341

W linii 5 z pliku tekstowego do zmiennych n i m s3 wezytywane
informacje o liczbie wierzchotkéw i liczbie krawedzi grafu. Instruk-
cja w linii 6 tworzy graf o n wierzchotkach. W petli w liniach 7-11
odczytywane sa informacje o kolejnych krawedziach grafu (linia 9)
idodawane sa one do struktury grafu (linia 10). W zmiennejwi zapisywany
jestnumer wierzchotka bedacego poczatkiem krawedzi, a w zmiennej w2 —

Metoda push_back dla © numer wierzchotka bedacego koricem krawedzi. Metoda push_back

klasy vector

dodaje nowy element na koricu zmiennej typu vector.

>0t Zapamietaj

Graf mozna reprezentowaé m.in. w postaci macierzy sasiedztwa
lub list sasiedztwa. W przypadku macierzy sasiedztwa informacje
o grafie przechowuije sie w tablicy dwuwymiarowej n x n, gdzie n
oznacza liczbe wierzchotkéw grafu. Element (i, j) tablicy informuje,
czy istnieje krawedz od wierzchotka i do j. W reprezentaciji grafu
za pomoca list sasiedztwa dla kazdego wierzchotka pamieta sie
liste krawedzi z niego wychodzacych. Do implementaciji list

sagsiedztwa mozna uzyé typu vector.

4. Grafy. Znajdowanie najkrétszej drogi

4.3. Przeszukiwanie grafu w giab

Zajmiemy sie teraz problemem przejrzenia w usystematyzowany spo-
40b wszystkich wierzchotkéw grafu. Zatozymy, ze grafjest skierowany
i sp6jny. Dla grafu nieskierowanego krawedzie w opisie wystepowalyby
(lwukrotnie. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: n — liczba wierzchotkéw grafu,
m — liczba krawedzi grafu,
Giraf — reprezentacja spojnego grafu skierowanego w postaci list
sisiedztwa,
- wl — numer wierzchotka, od ktérego zaczynamy przegladanie grafu.

- Wynilc numery kolejno odwiedzonych wierzchotkéw.

Algorytm przegladania grafu, ktéry teraz oméwimy, nosi nazwe

Graf skierowany,
graf spdjny,
s. 630

przeszukiwania w glab (DFS, od ang. depth-first search). Opiera sie na © Algorytm przeszukiwania

podobnej zasadzie co rekurencyjny algorytm znajdowania wyjécia
1 labiryntu. Zapiszemy go takze rekurencyjnie.

Wprowadzimy dodatkowa strukture danych, w ktérej zapisze-
iy informacje, czy dany wierzchotek zostat juz odwiedzony. Bedzie
lo Lablica wartoéci logicznych Odwiedzone o rozmiarze zgodnym
« liczbg wierzcholkow grafu. Gdyby$my nie zaznaczyli, ktére wierz-
cholki odwiedzilismy, mogliby$émy wielokrotnie sprawdzaé sasiadéw
(epo samego wierzchotka (wywotywaé funkcje rekurencyjna dla tych
wimych parametréw, co prowadziloby do rekurencji nieskoriczone;).

Oznaczymy wierzcholek poczatkowy jako odwiedzony, a nastepnie
dla spsiadéw tego wierzchotka bedziemy wywotywaé funkcje rekuren-
(yjng, tak jakby dany sasiad wierzchotka byt wierzchotkiem poczat-
kowym. Wywotanie rekurencyjne nastapi pod warunkiem, ze dany
wierzchotek nie zostat jeszcze odwiedzony. Zapis algorytmu w pseudo-
ldzie moze byé nastepujacy:
dla i « 0, 1,
funkcja DFS(wi)

wypisz wi
Odwiedzone[wl] <« prawda
dla i < @, 1, .., (liczba krawedzi wl) - 1 wykonuj
w2 < Graf[wi][i]
jesli nie Odwiedzone[w2] to DFS(w2)

—; N — 1 wykonuj Odwiedzone[i] « falsz

/wroc¢ uwage, ze tablica Odwiedzone (pierwsza linia pseudokodu)
inusi by¢ inicjowana poza funkcja rekurencyjng. Zmienna pomocni-
(/w2 przechowuje numer wierzchotka bedacego koricem analizowanej
lrawedzi. Jej warto$é jest parametrem wywotlania rekurencyjnego. Kod
/vddlowy funkeji DFS, realizujacej algorytm przedstawiony w pseudo-
koclzie, oraz funkeji main jest nastepujacy.

w gigb (DFS)

Rekurencyjny algorytm
znajdowania wyjscia

z labiryntu,

s.31
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Eragment Kod © Tl . T .

srodiowego programu 4. void DFS(int wi, tgraf &Graf, vector<bool> gOdwiedzone) |

realizujacego algorytm 2 -
przeszukiwaniagrafu | 3. cout«"Odwiedzony wierzcholek: "«wicendl;

atimots L ool

oraz funkcja mai . *:; for (int i=®;i<Graf[w1].size();1++) g

7. int w2=Craf[wil[il; I|

8. if (EOdwiedzone[wZ]) DFS(w?.,Graf,deiedzone); |

9. } |

' 10. } ']

1. |

| 12. int main() 'i

| 13. { |

| 14. tgraf Graf; l|

| 45, Czytaj(Graf); |

|46, vector<bool> Odwiedzone; l]

| AT Odwiedzone.resize(Graf.size(),false);

| 18. int wi; i

| 49. cout¢<"Podaj numer wierzcholka poczatkowego: i

| 20. cinywi; !

7% 1 DFS(wi,Graf,Odwiedzone); !i

| 22. return @; 'i

|/23: 1 ll

Funkeja DFS nie zrmienia wartosci parametrtt Graf,alejeston przekazy-
; wany przez referencje, aby nie byta tworzona jego kopia przy Wywo-
taniach rekurencyjnych. Parametr Odwiedzone musi by¢ przekazany
przez referencie; gdyz funkcja modyfikuje jego wartoé¢. W linii 15
Kod zrédtowy funkeji wywotywana jest funkcja Czytaj, wezytujaca 2 pliku tekstowego opis
zp:?::t:i;{:iﬁ?g‘;z grafu. W linii 16 deklarowana jest tablica Odwiedzone. Instrukcja
grafu niewazonego, w linii 17 tworzy tablice Odwiedzone 0 rozmiarze zgodnym Z liczba
< pa(Z wierzchotkow grafu oraz nadaje jej elementom wartoéé poczatkowa
false (drugi parametr). W linii 20 wezytywany jestZ klawiatury numer
wierzchotka (zmienna w1), od ktérego chcemy rozpoczaé przegladanie
grafu. W linii 21 wywolujemy funkcje DFS.
Rysunek 4.9 przedstawia przykiad wykonania programu przegladajace-
gow giab grafz rysunku 4.8 ze s. 68, zaczynajac od wierzchotka numer 3.

zatlkowego: 3

Rys. 4.9. Przykiad wykonania programu przegladajagcego W gab graf z rysunku 4.8
od wierzcholka numer 3

4, Grafy. Znajdowanie najkrotazo) Arog il

. wierzchotka oznaczonego liczba 3 wychodza dwie krawedzie, ktore
prowadza do wierzchotkow 1 1 4. Najpierw sostat odwiedzony wierz-
olek numer 1, potem jego sasiedzi, a na Loficu nastapil powrot do
wlerzchotka poczatkowego i zostal odwiedzony wierzchotek numer 4.

Gwiczenie 5

Napisz program, ktory wezyta opis spojnego grafu skierowanego
2. pliku tekstowego otrzymanego od nauczyciela (np. grafitat), anastep-
nie przejrzy wierzchotki grafu, wykorzystujac algorytm przegladania
w plab, i wypisze kolejno odwiedzone wierzchotki.

RLDEY .
o

_;-IZapamiqtai

Algorytm przeszukiwania w gigb przeglada wszystkie wierzchotki
‘ ¢rafu spojnego. Jesli istnieje nieodwiedzony wierzchotek sasiadujacy
, aktualnie rozpatrywanym wierzchotkiem, to algorytm przechodzi
do niego i ten wierzchotek staje sig aktualnie rozpatrywanym. Jesli
laki sasiedni wierzchotek nie istnieje, algorytm cofa sie do
poprzednio rozpatrywanego i powtarza czynnoéci dia kolejnego
apsiedniego wierzchotka. Algorytm mozna zapisaé rekurencyinie.

4.4. Przeszukiwanie grafu wszerz

(ymowimy teraz algorytm przeszukiwania wszerz (BES, od ang. © Algorytm przeszliv
ireadth-first search). Jest on podobny do iteracyjnego algorytmu wszerz (BFS)
snajdujacego wyjécie z labiryntu wykorzystaniem lolejki.
\Wierzchotek, od ktérego zaczniemy analize, zostanie wstawiony do znajdowania Wyl
kolejki i oznaczony W tablicy Odwiedzone jako odwiedzony. Nastep- Z}igig,nm'
hie, dopéki kolejka nie bedzie pusta, pobieramy wierzcholek z poczat-
ku kolejki i analizujemy wierzchotki z nim sasiadujace. Jedli sasiedni
wierzcholek nie zostal wezeéniej odwiedzony, to jest dopisywany na
koticu kolejki i oznaczany jako odwiedzony. Zapis algorytmuw pseudo-
kodzie moze by¢ nastepujacy:
dlai <0, 1, =« N~ 1 wykonuj Odwiedzone[i]l < falsz
wstaw wi do kolejki
Odwiedzone[wl]l ¢ prawda
dopbki nie pusta kolejka wykonuj
wi < numer wierzchoika 2z poczatku kolejki
usuh wierzchoiek 2 kolejki

lteracyjny algoryim

dlai <« 90, 1, (liczba krawedzi z wi) - 4 wykonuj
w2 « craf[willil
jeéli nie Odwiedzone[w2] to
wstaw w2 do kolejki
Odwiedzone[w2] prawda
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Kod zrédfowy funkeji BFS, realizujacej algorytm przeszukiwania
grafu wszerz, moze wygladaé nastepujaco.

Kod Zrodiowy funkciji @

realizujgcej algorytm
przeszukiwania
grafu wszerz

) Dobra rada

Pamietaj, Zze aby korzystaé
ze zmiennych typu queue,
do programu musisz

dotgczye biblioteke queue.
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1. void BFS(int wi, tgraf Graf)

2ihid

3 int w2;

4, vector<bool> Odwiedzone;

5. Odwiedzone.resize(Craf.size(), false);

6. queuecint’ wierzch;

i wierzch.push(wl); Odwiedzone[wi]=true;

8. while (lwierzch.empty())

9. {

10. wi=wierzch.front(); wierzch.pop();

11. cout«<"Odwiedzony wierzcholek: "<wi<cendl;
ig, for (int i=0;i<Graf[wi].size():i++)

13 {

14, w2=Graf[wi][i];

15. if (!Odwiedzone([w2])

16. {

;1; } wierzch.push(w2); Odwiedzone([w2]=true;
19. }

20. }

21. }

W linii 4 jest deklarowana tablica Odwiedzone, a w linii 5 jest
ona tworzona. Poniewaz funkcja BFS nie jest rekurencyjna, tablica
Odwiedzone moze byé w tej funkeji zmienng lokalna. W linii 6 dekla-
rowana jest kolejka wierzch, w ktérej beda pamietane numery wierz-
chotkéw do analizy. W linii 7 wierzcholek, od ktérego rozpoczniemy
przegladanie grafu, jest wstawiany do kolejki i oznaczany w tablicy
Odwiedzone jako odwiedzony. Petla w liniach 8-20 przeglada kolejke,
wykonujac nastepujace operacje:

L. Pobiera pierwszy element kolejki i go usuwa. Numer wierzchotka
pobranego z kolejki jest pamietany w zmiennej w1 (linia 10).

2. Wypisuje numer analizowanego wierzchotka (linia 11).

3. Rozpatruje sasiednie wierzcholki (petla w liniach 12-19). Najpierw
pobiera numer sasiedniego wierzchotka do zmiennej w2 (linia 14).
Jesli wierzchotek nie zostat jeszcze odwiedzony (linia 15), to wstawia
jego numer do kolejki i oznacza go jako odwiedzony (linia 17).

W programie realizujacym przegladanie grafu wszerz pozostale funkeje
(funkcja Czytaj, funkcja main) i deklaracje (poza tablica Odwiedzone)
wygladaja podobnie jak w programie przegladajagcym graf w glab.

I_{ysunek 4.10 przedstawia przyktad wykonania programu przegla-
dajgcego wszerz graf z rysunku 4.8 ze s. 68, zaczynajac od wierzchot-
ka numer 3. Z tego wierzchotka wychodza dwie k rawedzie. Najpierw
zostaly odwiedzone wierzchotki numer 1 i 4, potem ich sasiedzi.

4, Grafy. Znajdowanie najkrotszej drogi

Podaj numer wierzcholka poczatkowego:

Odwiedzony wierzc glcr 3
Odwiedzony wi :

ierzchole

Odwiedz
Odwiedzony wierzcholek:

Rys. 4.10. Przykiad wykonania programu przegladajacego wszerz graf z rysunku 4.8
od wierzchotka numer 3

Cwiczenie 6

Napisz program wczytujacy opis grafu z pliku tekstowego otrzyma-
nego od nauczyciela (np. grafitxt) i przegladajacy wierzchotki grafu
wszerz. Program powinien wypisa¢ kolejno odwiedzane wierzchofki.

-:r'}:- Zapamietaj

Algorytm przeszukiwania wszerz przeglada wszystkie wierzchotki
grafu spojnego. Najpierw odwiedza wszystkie wierzchotki
sasiadujace z danym wierzcholkiem, potem wszystkie nieodwiedzone
jeszcze wierzcholki sasiadujace z wierzchotkami sgsiednimi itd.

4.5. Algorytm Dijkstry

Rozwazymy problem znajdowania drogi pomigdzy dwoma wierzchol-
kami w grafie wazonym, tak aby suma wag krawedzi, po ktérych przej-
dziemy, byta jak najmniejsza. Problem odpowiada znalezieniu najkrétszej
drogi, jesli wagi krawedzi bedg odleglosciami miedzy wierzchotkami,
albo najszybszej drogi, jeéli wagi beda oznaczaly czas przejscia. Laczng
dtugos¢ drogi lub faczny czas polaczenia (sume wag krawedzi) nazwiemy
kosztern drogi, a droge o najmniejszym koszcie — najkrotsza.
Rozwiazanie problemu dla grafu wazonego o nieujemnych wagach

krawedzi umozliwia algorytm Dijkstry. Wyznacza on najmniejsze @ Algorytm Dijkstry

koszty dojécia z wybranego wierzchotka grafu do pozostalych wierz-
chotkéw oraz wskazuje, przez ktére wierzchotki prowadza drogi o naj-
mniejszych kosztach. Na razie skupimy si¢ na sposobie wyznaczania
najmniejszych kosztéw dojscia.

Najpierw algorytm przypisuje wierzchotkom grafu poczatkowe kosz-
ty dojécia do nich: wierzchotkowi, z ktérego wychodzimy — koszt 0,
pozostatym — wartoéé o (nieskoriczonogé). W kazdym kroku z wierz-
chotkéw jeszcze nieodwiedzonych wybiera ten, ktéry ma aktualnie naj-
mniejszy koszt dojécia i oznacza go jako odwiedzony. Sprawdza koszty
dojécia z tego wierzchotka do nieodwiedzonych wierzchotkéw sgsia-
dujacych. Jesli sa mniejsze niz znalezione do tej pory, aktualizuje je.

&) Warto wiedzie¢

Zlozonosc pamigciowa

i czasowa algorytmow
przegladania grafu wszerz
i w glab wynosi O(n + m),
gdzie n okresla liczbe
wierzcholkaw, a m — liczbe
krawedzi.

) Warto wiedzie¢
Algorytm Dijkstry

opiera sig na metodzie
zachtannej, ktora polega
na realizowaniu przez
algorytm najlepszego
wyboru w danym kroku
rozwigzywania problemu.
O metodzie tej mozna
przeczytad w podreczniku
Informatyka na czasie 2.
Zakres rozszerzony (s. 255).
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AIQOI 3' tm DU kStry e Wyznaozan,e najmnleJSZyCh | Wpos’réd nieodwiedzonych w:erzch.oikow 2, :1,3, gc\:ﬁzxrsgnzi ::jr; ;Jn:ajmmejszy
] SCi l 3 . koszcie dotarcia — wierzchotek 3 — i oznacza ] .
kOSZtOW dOJSCIa do WleI'ZChO’fKOW grafu Mozna z niego dojs¢ do wierzchotkéw 1 oraz 4. Waerzchptek 1 ;osta{ 2
juz odwiedzony, wiec go nie rozpatrujemy. K_osz_t dotarcia do walerzcrtlolllfa
Przesledzimy dziatanie algorytmu dla skierowanego grafu wazonego o nieujemnych wagach przez wierzoholek 3 jest rowny 4 (3 + 1). Zapisujemy te wartosé w tabeli,

krawedzi, w ktérym wierzchotki sa oznaczone liczbami catkowitymi od 0 do 4. Wyznaczymy
najmniejsze koszty dojécia z wierzchotka 0 do pozostatych wierzchotkéw. W kazdym kroku
na grafie kolorem niebieskim zaznaczony jest aktualnie rozpatrywany wierzcholek (oznaczany

Numer ol 1 2 3 jia

w danym kroku jako odwiedzony) wraz z krawedziami z niego wychodzacymi, a zielonym — wierzchotka
wierzcholki odwiedzone w poprzednich krokach. Niebieski kolor w tabeli wskazuje zmiane Koszt dotarcia 0 3 & 3 B4
w stosunku do poprzedniego kroku. do wierzchotka

Graf oraz tabela z kosztami dojscia do poszezegdlnych wierzchotkéw .
na poczgtku algorytmu wygladaja nastepujaco: e

Z nieodwiedzonych wierzchotkéw (2 i 4) wybieramy ten o najmniejszym koszcie

2 U dotarcia — wierzchotek 4 — i oznaczamy go jako odwiedzony. M.oina z niego dojsé
m do wierzchotkow 1 i 2. Wierzcholek 1 zostat juz odwiedzony, wiec go nie rozpatrujemy.
O—3—a)—3 35 Numer Koszt dotarcia do wierzchotka 2 jest réwny 5 (4 + 1). Jest mniejszy od dotychczas
3 wierzchotka e Ralie znalezionego (6), dlatego zmieniamy wartos¢ w tabeli.
3 6 5 1
Koszt dotarcia S0 [ S B
J_ 1 \ do wierzchotka
B—4) ‘ L
a i 2 Numer gl 1 ol 2 | 4
wierzchotka i
Zaden wierzchotek nie zostat Jeszcze odwiedzony. Najnizszy koszt Koszt dotarcia o 3 sl 3| 4
ma wierzcholek 0, zatem od niego zaczynamy poszukiwanie najkrétszych drdg do wierzchotka

i oznaczamy go jako odwiedzony. Wychodza z niego dwie krawedzie. Prowadzg
one do wierzchotkéw o numerach 1 i 3, obie maja wage 3. W tabeli Zmieniamy
koszty dotarcia do wierzchotkéw 1 i 3.

Algorytm zakonczyt dziatanie, poniewaz pozosta.i 'je'den nieodwiec_!zony
2 Hamer wierzchotek (2), z ktérego nie moze juz wychodzi¢ zadna krawedz

Y Y
(1) > : :
L wierzchotka O [l 2 fey 4 do nieodwiedzonego wierzchotka.
6 5 1 :
Koszt dotarcia o litg Sl
./ - do wierzchol . %
35 1 () 0 wierzchotka

Najmnigjszy koszt z nieodwiedzonych wierzchotkdw (1, 2, 3, 4) maja wierzchotki 1i 3.
Wybieramy dowolny z nich, np. wierzchotek 1, i oznaczamy go jako odwiedzony.
Wychodzi z niego krawedz do wierzcholka 2. Koszt dojscia do wierzchotka 2 wynosi 6
i jest sumg kosztu dojscia do wierzchotka 1 oraz wagi krawedzi prowadzacej

od wierzchotka 1 do 2 (3 + 3). Aktualizujemy w tabeli koszt dojécia do wierzchotka 2.

Wynikiem dziatania algorytmu sa koszty dotarcia z wierzchotka 0

2 do pozostalych wierzchotkéw przedstawione w ponizszej tabeli.
0 21 22) Numer o1 K 5 4 Numer old4 2|34
. — wierzcholka wierzchotka
Koszt dotarcia ol B8 5 . Koszt dotarOIc:;aa olalsls|a
: do wierzch ? i do wierzch
@ —1— %) wierzchotka
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@ Warto wiedzieé

Plansze z labiryntem

Z tematu 2 mozna

reprezentowad

W postaci grafu. Pola,

na ktérych mozna
stana¢, odpowiadaja
wierzcholkom. Jesli

na dwdch sasiednich
polach mozna stanag,

to otrzymujemy krawedz
pomigdzy wierzchotkami,
Odleglo$c (waga krawedzi)
pomigdzy dwoma
sasiednimi wierzcholkami
jest dla kazdej krawedzi
taka sama (jednostkowa),
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Specyfikacja problemu znajdowania najmniejszych kosztéw dojécia
od danego wierzchotka do pozostalych wierzchotkéw grafu wyglada

nastepujaco:

Dane: n - liczba wierzchotkéw grafu,

m — liczba krawedzi grafu,

Graf — reprezentacja skierowanego grafu Wwazonego o nieujemnych
wagach krawedzi w postaci list sasiedztwa,

Pocz — numer wierzcholka poczatkowego.

Wynik: Koszt[n] — tablica najmniejszych kosztéw dojécia z wierz-
Lcholka pocz do pozostatych wierzchotkéw.

Specyfikacja Bl

Na poczatku dla kazdego wierzchotka koszt dojscia ustawimy na
nieskoriczonos¢ (w programie bedzie to duza wartoéé przekraczajaca
motzliwy koszt drogi). Dla wierzchotka pocz koszt wynosi 0. Algorytm
polega na przegladaniu wierzchotkéw. Za kazdym razem wybieramy
wierzcholek jeszcze nieodwiedzony o najmniejszym dotychczas zna-
lezionym koszcie dojécia i oznaczamy go jako odwiedzony. Nastepnie
rozpatrujemy krawedzie wychodzace z tego wierzchotka i aktualizuje-
my koszty dotarcia do sasiednich nieodwiedzonych jeszcze wierzchol-
kéw, o ile s nizsze.

Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:
dlai <9, 1, ., n-1 wykonuj

Odwiedzone[i] <« fatsz
Koszt[i] « e
Koszt[pocz] « @
dlg i = 1 o n—9 wykonuj
wl & numer wierzcholka nieodwiedzonego
© hajmniejszym koszcie
Odwiedzone[w1] < prawda
dla j < 0, 1, .., (liczba krawedzi z wi) - 1 wykonuj
W2 < Grafwi][]]
waga ¢ waga krawedzi od wi do w2
Jjesli nie Odwiedzone[w2] oraz

Koszt[wil] + waga ¢ Koszt[w2] to
Koszt[w2] « Koszt[wi] + waga

Implementujac powyzszy algorytm, musimy uwzgledni¢ wage kra-
wedzi. Krawed? bedzie wiec reprezentowana przez dwie liczby: numer
wierzchotka i wage krawedzi. Wygodnie bedzie zdefiniowaé krawedz
jako strukture. Wéwezas graf w postaci list sysieclztwa mozemy repre-
zentowac jako zmienng typu vector o elementach typu vector, ktére
przechowujg informacje o krawedziach,

Definicja struktury przechow ujpee informacje o krawedzi oraz defi-

nicja grafu wykorzystujpea tg strukturg mogi wyglada¢ nastepujaco,

4, Grafy. Znajdowanie najkrétszej drogi

|, struct krawedz

D]

int wz; // numer wierzchoika bedgcego
[ J/f koncem krawedzi
b. int waga; // waga krawgdzi

6. %
I
5. typedef vector<vectorckrawedz> > tgraf;

Opis skierowanegp grafu wazonego w pliku tekstowym b(?d.Zie wygla-
dlal podobnie jak opis grafu, w ktérym krawedziom nie przypl’sano wag
(rys. 4.8, 5. 68). W kazdym wierszu reprezentujacym krawedz dodamy
(rzecia liczbe okreslajaca wage. ‘ . : —

Przykiad skierowanego grafu wazonego oraz jego opis w pliku teksto
wym przedstawia rysunek 4.11.

2 58 |

3 o5 @33
0—2—3(1) 3(2) ;e
202

1 I

3 6 5 / el
1 ¢ 341
f__;——-—)(__ 418
421

Rys. 4.11. Przykiad skierowanego grafu wazonego i jego opis w pliku tekstowym

Kod Zrédlowy zmodyfikowanej funkeji Czytaj, ktéra wczyt's_n dan‘e
o grafie wazonym z pliku tekstowego, oraz kod zrédtowy funkcji reali-
zujacej algorytm Dijkstry sa takie jak na s. 78.

22 A to ciekawe

Mosty krélewieckie

Czy mozna narysowa¢ koperte bez odrywania olowka
od kartki tak, aby nie rysowac dwa razy tego samego
odcinka? Ta i wiele podobnych zagadek sprowadza

sie do problemow zwigzanych z grafa'rni‘ Qedn‘ym

Z nich jest stynny problem mostéw krolemeoklch: ;

W osiemnastowiecznym Krdlewcu (dzisiejszy Kaliningrad)

byto a7 siedem mostéw faczacych rozne czgsci miasta (zdiecie obok przedstawia jeden z mostow

| © Definicja struktury

przechowujacej
informacje

o krawedziach
skierowanego grafu

wazonego oraz definicja

grafu wykorzystujaca te
strukture

w 1920 r). Pytanie brzmiato: czy mozna przejS¢ przez wszystkie mosty tak, aby kazdy odwiedzi¢

3 : h
tylko raz | wrdcié do miejsca, z kidrego sie wyruszytlo? W 1736 . szwajcar'sm rr;jat.e:n:;y:ﬁ':teeﬁagﬁ
Euler wykazal, 7e jest to niemozliwe. Jego praca data poczatek teorii graféw — dziato

zajmujgcemu sie badaniem ich wiasnosci.

o
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Kod Zrodtowy funkcji @

Czytaj, wezytujacej
z pliku tekstowego opis
grafu wazonego

Kod Zrodiowy funkeji ©
realizujgcej algorytm
Dijkstry

void Czytaj(tgraf &Graf)

1

2

3 int n, m, wi;

4, krawedz kraw;

5. ifstream we("graf 1.txt");

6 wessn>s>m;

i Graf.resize(n);

8 for (int i=0;i<m;i++)

9. {

10. wexwiskraw.w2sskraw.waga;

2 Graf[wi].push_back(kraw):

12.

13. we.close();

14, }

; void Dijkstra(tgraf Graf, int pocz, vector<ints RKoszt)
3. krawedz kraw;

4 int i, j, k, wi;

5 vector<bool> Odwiedzone;

6 Odwiedzone.resize(Graf.size(), false);

74l Koszt[pocz]=0;

8. for (i=0;i<Craf.size()-1;i++)

9, {

10. k=0; while (Odwiedzone[k]) k++; wi=k;

11, for (j=k+1;j«Graf.size();j++)

12. if (lOdwiedzone[j] && Koszt[j]Koszt[wi]) wi=j;
13. Odwiedzone [wl]=true;

14, for (j=0;j<Graf[wi].size();j++)

15. {

16, kraw=Graf[wi][j];

17, if (!Odwiedzone[kraw.w2] &&

18. Koszt[wi]+kraw.waga<Koszt [kraw.w2])
;g | Koszt[kraw.w2]=Koszt[wi]+kraw.waga:
21. }

22. }

Petla w liniach 8-21 przeglada wierzchotki grafu. Jednym z kluczo-
wych elementéw algorytmu jest szukanie nieodwiedzonego wierz-
chotka o najmniejszym dotychczas znalezionym koszcie. Wykonuja to
instrukcje w liniach 1012, Najpierw znajdowany jest nieodwiedzony
wierzcholek o najmniejszym numerze (linia 10) — warto$é poczat-
kowa zmiennej wi. Nastepnie w petli przegladamy tablice kosztéw
w poszukiwaniu nieodwiedzonego wierzchotka o mniejszym koszcie
(linie 11-12). Petla w liniach 14-20 przeglada krawedzie wychodzace
ze znalezionego wierzchotka i modyfikuje koszt jego nieodwiedzonych
sasiad6w, jedli przejécie po danej krawedzi stanowi krétsza droge.

4, Grafy. Znajdowanie najkrétszej drogi

Kod zrédlowy funkeji main moze by¢ nastepujacy:

i © Fragment kodu
I int main() rédiowego programu
) obliczajacego koszty
a
; tgraf Graf; gajkrétsz:{ch d;ég:kod
! I anego wierzcholka
I Czytaj(Graf); 86 pasostalyoh

8! vector<int> Koszt;
0, Koszt.resize(Craf.size(),1000);
4 int pocz;
: cout«"Numer wierzcholka poczatkowego: ";
Q. ciny»pocez;
103, Dijkstra(Graf,pocz, Koszt);
1. cout«¢"Koszt dojscia z wierzcholka "«pocz;
fi cout«" do wierzcholka:"¢«endl;
13, for (int i=0;i<Graf.size();i++)
14, if (i!=pocz) coutcic": "<«Koszt[i]<«endl;
5: return ©;

16G. }

wierzchotkow grafu —
funkcja main

Zwroé uwage na linie 6. Tworzona jest w niej tablica kosztow. Kaz-
demu elementowi tej tablicy przypisana jest warto$é 1000, czyli war-
(0$¢ wielokrotnie wieksza od kosztu potencjalnej drogi. Petla w liniach
13-14 wypisuje wartosci tablicy Koszt z wyjatkiem kosztu wierzchot-
ka poczatkowego, czyli najmniejsze koszty dojscia do poszczegélnych
wierzchotkéw. Jesli droga dojécia do jakiegoé wierzchotka nie istnieje,
Lo zostanie wypisana warto$¢ poczatkowa 1000.

Rysunek 4.12 przedstawia efekt wykonania programu dla grafu
7 rysunku 4.11 ze s. 77, jesli wierzchotkiem poczatkowym jest wierz-
chotek o numerze 0.

Numer wierzcholka poczatkowego: ©

Koszt dojscia z wierzcholka 8 do wierzcholka:
I8
0

=

=
3
5
3
4

3
4.

Rys. 4.12. Efekt wykonania programu dla grafu z rysunku 4.11 i wierzchotka
poczatkowego o numerze 0

Cwiczenie 7

Napisz program wczytujacy opis grafu wazonego z pliku tekstowego,
ktory otrzymasz od nauczyciela (np. graf Ltxt), i realizujacy algorytm,
ktory znajduje najnizsze koszty dojscia z wierzchotka poczatkowego
do pozostalych wierzchotkéw.
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Znajdowanjz r?:.ﬁ;g};:;iiiﬁ:::@‘ﬁq lglplementac;l algor}.:tmu W pseudokodzie uzylismy dodatkowej tablicy o nazwie Poprz,
wierzchotkéw Iirz egladamy 11 - 1 wiJeEr > chw?k 'ratowa Wzglfgde‘m liczby w ktdrej dla kazdego wierzchotka jest pamietany numer wierzchotka
chiotn s najm.nie‘szym e o e ?_ OW, 2 wyszukanie wierz- bezposrednio go poprzedzajacego na drodze o najnizszym koszcie. Ele-
cej wszystkie wieizchoﬂd Zloz 7 ELT_IQ i P?th przegladaja- mentom tablicy Poprz przypisujemy poczatkowe wartosci —1. Ozna-
bl tmiczne;i - ;r::z?a? 1czem;wq mozna z.redukowaé ¢zaja one, ze na poczatku dziafania algorytmu wierzchotki nie maja

Kolejka priorytetowa @ wierzchoti dg Y Fle \EJJO’ jac m.etol ewys'zukama kolejnego wierzchotkéw poprzedzajacych. Podczas aktualizacji elementu tablicy
Jest to ks]e?k © mi{ ;r;. erlua. zmaga to uzycia kolejki priorytetowej. Koszt aktualizujemy takze warto$¢ w tablicy Poprz.

a, w emen p
nego kl‘ytell'ium Koszt JWsta‘.:ie Y sqlup orzadkowan.e s Edh_lg okreslo- Na podstawie informacji z tablicy Poprz, korzystajac ze stosu, moze- ~ Stos,
Z nia elementu do takiej kolejki (a takze my wypisa¢ droge o najnizszym koszcie od wierzchotka poczatkowego S 11&

koszt usuniecia elementu) jest logarytmiczny. Implementacje tej wersji

algorytmu pomijamy. )
quostaje jeszcze zmodyfikowaé algorytm tak, aby oprécz znajdo- -

wania najmniejszych kosztéw dojscia z wierzchotka poczatkowego do e A e .

pozostatych wskazywat droge do wybranego wierzchotka konicowego sepst f ; DOC[Z ]wykonuj

Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu: ' :l 6 wogz Swt =

r W —— dopéki nie pusty stos wykonuj
Specyfikacja ] wypisz wierzcholek stosu

do koricowego.

w <« kon

Dane: n — liczba wierzchotkéw graf usuh element ze stosu
T~ grafu,
m — liczba krawedzi grafu, Kod Zrédlowy zmodyfikowanej funkejimain programu wyznaczaja-
Graf - reprezentacja skierowanego grafu wazonego o nieujemnych cego droge o najmnlejszym kosacie moze by¢ nastepujicy:
wagach krawedzi w postaci list sasiedztwa, R
POCZ — numer wierzchotka poczatkowego, 1. int main() irégl'owego programu
kon — numer wierzchotka koricowego. 2k wyznaczajacego
e : s p i 3. tgraf Graf; droge o najmniejszym
Wynik: Koszt[n] - tablica najmniejszych kosztéw dojécia z wierz- Z Cgrz i (g: e koszcie migdzy dwoma
chotka pocz do pozostalych wierzchotkéw i f wierzchotkami - funkcja
numery wierzchotkéw, praez ki e ot 5. vector<int> Koszt; Faie
i rzcho » Przez ktore nalezy przej$¢ od pocz do kon B. Koszt.resize(Graf.size(),1000);
L.___em Koszt[kon]. 7! vector<int> Poprz;
Rl s s ; — S 8. Poprz.resize(Graf.size(),—1);
Zapis zmodyfikowanego algoryt iai ; - T pocay kon;
: Y Bod/Eory muWpSEUdOdemeJeStnaSt‘?P“JQCY? 10. coutc"Numer wierzcholka poczatkowego: "
dla i = B, e M= 1 wykonuj 11. ciny>pocz;
EGWIE??one[lj < failsz 12. cout«<"Numer wierzcholka koncowego: ";
OSZL[i] « o 13. cinyykon;
" Poprz[i] « - 14, Dijkstra(Graf,pocz,Koszt,Poprz);
d(i?SZ’F-[pocz] -0 15, cout«<"Koszt dojscia: "«Koszt[kon]<«cendl«"Droga: ";
A1 Lo sseRad - 0 RS 2 wykonuj 16. WypiszDroge(pocz,kon,Poprz);
wl < numer wierzchotka nieodwiedzonego 17. return ©;
_ O najmniejszym koszcie 18. }
Odwiedzone[wl] « prawda
dla j « 1i 2 i
:1.;2 q—gbrgffw-j(] [}c]:zba krawedzi z wi) - 1 wykonuj W linii 8 tworzona i inicjowana jest tablica Poprz. Zwr6é uwage na
waga « waga krawedzi od wi do w2 wyu:rotame funkcjiD'_l.Jkstr? (l.:r.ua 14). Ma ona dodatkowy parametr —
Jesli nie Odwiedzone[w2] oraz tablice Poprz. Funkcja okresla jej wartosci, ktére s3 potem wykorzysty-
Koszt[wl] + waga < Koszt[w2] to wane w funkgji WypiszDroge (linia 16), realizujacej algorytm przed-
Koszt[w2] <« Koszt[wi] + waga stawiony w pseudokodzie. Dlatego parametr ten w funkcji Dijkstra
Poprz[w2] « w1 przekazywany jest przez referencje, tak jak tablica Koszt.

81




- 00— -

|
Qﬁﬂ fmmm Rozdzial 1. Rozwigzywanie problemdw z wykorzystaniem dynamicznych struktur danych

Cwiczenie 8

Napisz program, ktéry wezyta opis skierowanego grafu wazonego
z pliku tekstowego otrzymanego od nauczyciela (np. graf_l.txt),
a nastepnie znajdzie i wypisze droge o najmniejszym koszcie Iaczacq
dwa podane wierzcholki.

Rysunek 4.13 przedstawia przykiad wykonania programu dla gra-
fu z rysunku 4.11 ze s. 77. Najmniejszy koszt dojécia z wierzchotka
o numerze 0 do wierzchotka o numerze 2 wynosi 5. Droga o takim
koszcie prowadzi przez wierzchotki 0, 3, 4, 2.

Numer wierzcholka poczatkowego: ©
Numer wierzcholka koncowego: 2

Koszt dojscia: 5

Droga: @-->3-->4-->2

Rys. 4.13. Efekt wykonania programu dla grafu z rysunku 4.11 i wierzcholkow
onumerach 0i 2

-:l'}:- Zapamietaj

Algorytm Dijkstry wyznacza najmniejsze koszty dojcia

z wybranego wierzchotka grafu do pozostatych wierzchotkow oraz
wskazuje, przez ktdre wierzchotki prowadza drogi o najmniejszych
kosztach. Mozna go stosowac dla grafu wazonego o nieujemnych
wagach krawedzi. Przegladajac wierzchotki grafu, wybieramy
nieodwiedzony jeszcze wierzchotek grafu o najmniejszym dotychczas
znalezionym koszcie dojécia i rozpatrujemy sasiadujgce z nim
nieodwiedzone wierzchotki.

to ciekawe

Jak powstat algorytm Dijkstry

Nazwa algorytmu pochodzi od nazwiska jego tworcy — holenderskiego
informatyka Edsgera Dijkstry. Podczas pracy w Centrum Matematycznym
w Amsterdamie zajmowat sie on m.in. programowaniem maszyny
obliczeniowe] ARMAC. Aby zademonstrowac jej mozliwosci podczas
prezentacji w 1956 r., postanowit postuzyc sig rozwigzaniem problemu,
ktory zrozumieja takze osoby niezwigzane z matematyka. Dlatego
napisat program znajdujacy najkrétszg trase miedzy dwoma miastami
w Holandii, korzystajgc z mapy drogowej, na kidrej wybrat 64 miasta.
W jednym z wywiaddw Dijkstra powiedzial, ze wymyslenie algorytmu
zajeto mu ok. 20 minut, a na jego pomyst wpadt, kiedy wraz

Z narzeczong odpoczywat po zakupach w kawiarni przy kawie.
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4, Grafy. Znajdowanie najkratsze] drog)l

™ Podsumowanie

« Graf skiada sie z niepustego zbioru wierzchotkéw i zbioru krawedzi, czyli pofgczeft mig-

dzy wierzchotkami.

« Istnieja rézne rodzaje graféw. W grafie nieskierowanym po krawedzi mozna przeji¢

w obu kierunkach. W grafie skierowanym kierunek przejscia po krawedzi jest okreslony.

Krawedziom moga by¢ przypisane wagi, okreglajace np. odlegtosé lub czas przejscia po-

miedzy wierzchotkami. Taki graf nazywamy wazonym.

« Jedli w grafie dowolne dwa wierzcholki faczy co najwyzej jedna krawedz oraz z zadnego

wierzchotka nie prowadzi krawedZ do niego samego, to taki graf jest grafem prostym.

Graf, w ktérym istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego, to graf spéjny.

. Graf mozna reprezentowaé m.in. w postaci macierzy sasiedztwa lub list sasiedztwa,

' Do reprezentacji grafu mozna wykorzysta¢ zmienng typu vector z biblioteki STL.

- Typ vector taczy mozliwosci tablicy dynamicznej i listy. Tak jak w tablicy dynamiczne)

w trakcie dzialania programu mozna okresla¢ i zmienia¢ rozmiar zmiennej typu vector.

Podobnie jak w przypadku list nowy element mozna wstawic w dowolne miejsce tej

zmiennej, mozna takze usung¢ dowolny element.

Jednym z podstawowych probleméw dotyczacych graféw jest przejrzenie wierzchotkow

grafu w usystematyzowany sposéb. Wyrézniamy dwie podstawowe metody przeglada-

nia grafu: w gtab (DES) oraz wszerz (BFS).

- Algorytm Dijkstry umozliwia znalezienie drég o najmniejszych kosztach prowadzacych
od wybranego wierzchotka grafu wazonego o nieujemnych wagach krawedzi do wszyst-
kich pozostalych wierzchotkéw grafu, do ktérych mozna dojs¢.

W kazdym kroku algorytm Dijkstry wybiera nieodwiedzony wierzchotlek o najmniej-
szym dotychczas znalezionym koszcie dojécia i rozpatruje sasiadujace z nim nieodwie-
dzone wierzcholki.

Zadania

Napisz program, ktéry wczyta opis skierowanego grafu niewazonego z pliku tekstowego
otrzymanego od nauczyciela (np. graf_2.txt) oraz numer wierzchotka poczatkowepo-
2 klawiatury. Liczby w pierwszym wierszu pliku okreslaja liczbe wierzchotkow
i liczbe krawedzi grafu, kazdy kolejny wiersz zawiera numery wierzchotkow bedacych
poczatkiem i koficem krawedzi. Program ma sprawdzic, czy da sie dojs$c¢ z Lepo
wierzchotka do pozostatych wierzchotkéw grafu. i

Bl Napisz program, ktéry wezyta opis skierowanego grafu niewazonego z pliku
tekstowego otrzymanego od nauczyciela (np. graf 2.txt) oraz numery wierzchotkow
poczatkowego i koticowego z klawiatury. Liczby w pierwszym wierszu pliku okreglajy
liczbe wierzchotkéw i liczbe krawedzi grafu, kazdy kolejny wiersz zawiera numery
wierzchotkéw bedacych poczatkiem i koricem krawedzi. Program powinien sprawdzl¢,
czy istnieje droga z wierzchotka poczatkowego do koricowego.
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