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14. Sito Eratostenesa

W XIX w. w Kalifornii wybuchta gorgczka ziota. Jedng z najbardziej
popularnych metod stosowanych przez poszukiwaczy cennego kruszcu bylto
przesiewanie mineralow na sicie. Samorodki ziota, ktore s cigzsze, opadaly
na dno sita, a lzejsze piasek i mut byty odsiewane. Okazuije sig, ze podobnag
metode mozna sastosowaé do poszukiwania liczb pierwszych w zbiorze
liczb catkowitych dodatnich, Z tego tematu dowiesz sie, jak to zrobic.

Cele lekciji

® Zrozumiesz, jak dziata algorytm sita Eratostenesa.
m Napiszesz program realizujgcy algorytm sita Eratostenesa.
» Poznasz zlozono$¢ obliczeniowd algorytmu sita Eratostenesa.

algorytmy, ktore pozwalaja sprawdzi¢, czy dana

Poznali$my wczeénie]
liczba pierwsza. Zajmiemy sie terai

liczba catkowita dodatnia jest
problemem wyznaczenia WsZy
réwnych danej liczbie calkowi
jest sprawdzanie,
czyli wielokrotne wykorzystanie znanego juz algorytmu.

CGwiczenie 1

Oszacuj zlozono$¢ czasowq algorytmu,
pierwsze mniejsze Jub rowne liczbie catkowitej 1 wiekszej od 1 metd

da naiwna, czyli sprawdzalby pierwszo$¢ kolejnych liczb catkowitydl
I_witgkszych od 1 i mniejszych lub réwnych 7.

141. Jak dziata sito Eratostenesa?
nia liczb pierwszych mniejszych |

Oméwimy teraz metode wyznacza
uz w starozytnosci przez greckl

réwnych liczbie # zaproponowang j
matematyka Eratostenesa z Cyreny. Polega ona na usunieciu ze 4
ru liczb catkowitych z zakresu od 2 do »n wszystkich liczb zloz0ny
W ten sposob w zbiorze pozostana tylko liczby pierwsze. Meta
nazwano sitem Eratostenesa.

W praktyce algorytm polega na usuwaniu (odsiewaniu) z¢ ¥l
liczb {2, ..., n} wszystkich liczb ztozonych, ktore sa wielokrotnost
kolejnych analizowanych liczb ze zbioru, poczawszy od 2.

Algorytm sita Eratostenesa
go algorytmu dla i = 50. Wysni

Przeéledzimy teraz dziatanie te
akresu od 2 do 50.

zatem wszystkie liczby pierwsze 2.2

stkich liczb pierwszych mniejszych lub
tej wieksze] od 1. Jednym z rozwiazafl
czy kolejne liczby 2 badanego zakresu s3 pierwszéy

kt6ry wyznaczatby liczby

=w

Algorytm sita Eratosterfésa

Zbidr wyjsciowy skfada si . M ¢ el
e 2 liczb calkowitych z zakre Tl

SuU od t

(2.3.4,5,6,7,8,09,10, 11, 12, 13, 14 S
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 3

15,16, 17, 18, 19, 20, 21 o
17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,26, 27,
8,39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50217’ '

Usuwamy wielokrotnogei liczby 2 wieksze od 2. Otrzymujemy zbidr:

{2,8,5,7.9, 11,13, 15

win
19,21, 23, 25, 27, 29, 31, 83, 35, 37, 89, 41, 43, 45, 47, 49)

U ; b
suwamy wielokrotnogei liczby 3 wieksze od 3, Otrzymujemy zbidr:

2' ]
.{ S,5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49}

U ; et
suwamy wielokrotnosci liczby 5 wigksze od 5, Otrzymujemy zbidr:

_.{2. 3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 49)

e
g Usuwamy wielokrotnosi liczby 7 wieksze od 7 Otrzymujemy zbid
¥ 1o

{2,8,5,7, 11,18, 17,19, 28, 29, 31, 37, 41, 43, 47}

Olrzym i0 i i
ymany zbior zawiera wszystkie liczby pierwsze z zakrasu od 2 do 50

/Iwréé uwage, ze niekté I
. s <tore wielokrotnosci danej li
Hhimnict - : anej liczby zostaly juz
A l,lll.; i;v:(fﬁprzednllch krokach jako wielokrotnogci mnji{lijszejal?”jz’l};Jt z
i h)/“b 21c5b5y6 i 1.0 zostaty usunigte jako wielokrotnosci liczb ;
e st 53 ich kwadratami, J 4
W Lid : ; - Jest to ogdlna za -
b».-.-n.lrt-l}[”l?cké,()k; aflggrytmu plerwsza usuwang wieloirotnoscsiadi t
Al liezby, ktorej krotno$ci usuwamy. Algorytm koficzy dq'J;S
ziala-

b (o L
Josli kwadrat rozpatrywanej liczby jest wigkszy od prawego kotica

Pridziala (liczby n). Zauwaz, 7 7
| ak—— ze kazda liczba, ktérej wielokrotnoéci

; Owlt:zenie 2

) . - .
Feonlid, 1
' soileds dziatanie algorytmu sita Eratostenesa dla # = 100

ZapAmietaj

:{::,T.I.r::, ;ts)lctjazE(;atostenesa stuzy do znajdowania liczb pierwszych
o : n-. Z podanego zbioru usuwamy wielokrotnosci
o I, k, Pierwszg usuwang krotnoscia jest kwadrat danei
..( y wadrat rozpatrywanej liczby jest wigkszy od :
W0 konca przedziatu, algorytm konczy dziatanie -

=

[3 Warto wiedzies

Eratostenes z Cyreny
(276-194 p.n.e) to
pochodzacy ze starozytng
Grecji matermatyk,
astronom, geograf,
filozof i poeta. Jest
autorem doswiadczenia
uzZnawanego za jeden
z dziesigciu najwigkszych
eksperymentow z fizykj —
pomiaru obwodu
Ziemi. Oszacowat
takze odleglosc Ziemi
od Ksiezyca i Storica,
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m’.\ll- Rozdziat 2. Rozwiazywanie problemdw z wykorzystaniem struktur danych
|

¢ Dobra rada
Wewnetrzng petle
mozesz rowniez zapisac
nastepujaco:
i« d
dopéki i * d < n wykonuj
Pierwsze «
Pierwsze — {i = d}
i =1i+1

Dobra rada
Pamietaj, ze w jezyku
C++ wartos¢ false jest
reprezentowana przez
liczbe 0, a wartosc true —
przez liczbe 1.

14.2. Implementacja algorytmu sita Eratostenesa

Okreélmy specyfikacj¢ problemu i zapiszmy w pseudokodzie algorytm
znajdowania liczb pierwszych metodg sita Eratostenesa.

. Specyfikacja
Dane: # — liczba catkowita, 2 < < 1 000 000.
Wynik: Pierwsze — zbiér liczb pierwszych mniejszych lub réwnych 7. |

pierwsze < {2, .., n}
d « 2
dopdki d % d < n wykonuj
dlai « d, d +1, .., n div d wykonuj
Pierwsze +« Pierwsze - {i * d}
d « najmniejszy element zbioru Pierwsze, ktory jest
wiekszy od dotychczasowej wartosci d

Po jednej iteracji zewnetrznej petli zostaja usunigte wielokrotnosei

aktualnie rozpatrywanej liczby (zmienna d, wartosé¢ poczatkowa 2),
nastepnie zmienna d przyjmuje kolejna wartosc. Petla jest powtarzas
na, dopéki kwadrat liczby jest mniejszy lub réwny prawemu koricowl
przedziatu (n), w ktérym poszukujemy liczb pierwszych. j

W wewnetrznej petli usuwane s i-te wielokrotnosci wartosel
zmiennej d. Poniewaz iloczyn i * d musi by¢ mniejszy lub réwny iy
najwigksza warto$¢ i jest réwna wynikowi dzielenia calkowitego I
przezd (n div d).

Zwr6é uwage, ze nastepuje préba usuniecia wszystkich liczb postael
i % d,a niektére z nich byly juz usuniete wczesniej jako wielokrotnos
$ci mniejszej liczby (np. liczba 45 zostalta usunigta jako wielokrotnofif
liczby 3, ale algorytm wykonuje tg operacje takze dla liczby 5).

Do reprezentowania w programie zbioru liczb najproscie] bl
wykorzystac tablice. Zauwaz, ze nie musimy w niej przechowywil
samych liczb. Wystarczy, ze kazdy element tablicy bedzie zawlol
informacje logiczng (true lub false) okreslajaca, czy liczba reprezol
towana przez odpowiadajacy mu indeks tablicy jest liczba pierwszi §
lo70na. Rysunek 14.1 przedstawia fragment tablicy Pierwsze 7 Wil
toéciami opisujacymi poczatkowe liczby zbioru.

Indeksy tablicy

£ .

l: \ true ‘ trEe false \ true | false |

A

Wartosci w tablicy

Rys. 14.1. Fragment tablicy Pierwsze z zaznaczeniem liczb pierwszych | r.lul I

14. Sito Eratostenesa

Tabli j i
ablice w jezyku C4+ sa indeksowane zawsze od zera

1 pierwszy element tablicy nj wiec zerowy
. Y nie zostang wykorzyst { .
W tablicy n-elementowej ma wartoéé » —}1 dla)t’egin\i-yosmm s

szukaé liczb pierwsz - godniej bedzi
ych mniejszych RSB
Oto zmodyfikowana s e

ecyfikacj ; ;
szych, w ktérym wykor pecyhikacja problemu znajdowania liczhb pierw-

zystywana jest tablica wartosci logicznych:

. Specyfikacj L =y
Dane: #1 - liczha catkowita, 2 <y <1 000 000

| PWi ynik: tal[)llica wartosci logicznych Pierwsze (0..n-1]
erwszelil] ma wartosé prawd ij e
a, d 1 i i
faisz - w przeciwnym Przypadku_g y 1 jest liczbg pierwsza,

Cwiczenie 3

3.1

[tzed funkceja,

! void SitoE .
Tatostenesa(bool Pierwsze[]) | © Fragment kodu

2rddlo'wegq programu
Pierwsze[2]=true: wyszukujgcego liczby
£ S | Plerwsze z zakresu od
or (int 1=3;i¢N;i++) 2 do N - definicja funkcji
Pierwsze[i]=(i%2 realizujacej algorytm sit
— ==1): a
P ); | Eratostenesa
while (d«d<N)

{
for (int I=d;i+d<N;i+=2)
Pierwsze[i*d]:false;
do
d+=2;
while (IPierwsze[d]):

ofinicji funkeji wykorzystujemy fakt, e liczha 2 jest jed
Y—

Wyl lic; i
h.,:,l,- l,I”:I(,fb? Enerwszq, a kolejne liczby parzyste sa zlozon
1y to juz podezas inicjowania tablicy Pierwsze (linia 1‘)3.
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Elementom tablicy o parzystych indeksach wiekszych od 2 przypisujemy
wartoé¢é false, a pozostatym — wartosé true (linie 4-5). Jedna iteracja
gléwnej petliwhile (linie 7-14) odpowiada za nadanie wartosci false
tym elementom tablicy, ktérych indeksy sa wielokrotnosciami aktualnie
rozpatrywanej liczby — wartoéci zmiennej d (linie 9-10). Aby wyznaczy¢

Instrukeja iteracii (petia) © kolejna liczbe pierwsza, korzystamy z instrukji iteracji (petli) do while.

do while

[2 warto wiedzieé

Zamiast petlido while
mozna uzy¢ petliwhile.
Petig do while zastepujermy
wowozas instrukcjami:
instrukcja;

while (warunek) instrukcja;

Zapis i+=2 odpowiada
zapisowi i=1+2, ktory
powoduje zwigkszenie
wartosci zmiennej 10 2.

Przekazanie parametru
przez wskaznik,
s. 16520

Fragment kodu @ |

irodiowego programu
wyszukujacego liczby
pierwsze z zakresu

od 2do N-petla
odpowiadajaca

za wypisanie liczb
pierwszych z zakresu
od2doN

Petla ta najpierw wykonuje instrukcje, a potem sprawdza warunek
powtarzania petli. Jej skiadnia w jezyku C++ jest nastepujaca:
do
instrukecja;

while (warunek);
Instrukcja w petli do while jest wykonywana, dopoki warunek przyj-
muje warto§¢ logiczng prawda. Poniewaz warunek jest sprawdzany
po wykonaniu instrukeji, petla wykona si¢ co najmniej raz. Instruk-
cja wykonywana w petli moze by¢ instrukcja ztozona, a wigc blokiem
instrukcji ujetych w nawiasy klamrowe.

Aby okresli¢ nastepng liczbe, ktorej wielokrotnoéci bgdziemy ozna=

craé przez false, najpierw okreélamy nowg wartos¢ zmiennej d;

a potem sprawdzamy, 2y jest ona liczba pierwsza (linie 11-13). Co drus
ga wielokrotno$c kazdej liczby jest parzysta, wiec usuwajac krotnoscl
danej liczby, zwigkszamy wartoéé zmiennej sterujacej petli for 0 4
(linia 9). Analogicznie kiedy poszukujemy kolejnej liczby, ktérej wies
lokrotnoéci bedziemy usuwaé, zwiekszamy wartosc zmiennej d 0 4
Petla do while jest wykonywana, dopéki kolejne wartosci zmiennej d
53 liczbami ztozonymi (linie 11-13). .

Pamietaj, ze tablice sa przekazywane do funkeji przez wskaznik
Wartoéci tablicy Pierwsze okreslone w funkcji SitoEratostenesa bed
wiec zachowane po wykonaniu funkeji. Petla wypisujaca liczby pier S
po wywolaniu funkcji sitoEratostenesa moze by¢ taka jak ponizt
Wypisujemy te indeksy tablicy, k

1. for (int i=2;icN;i++)

if (Pierwszeli]) coutced«" )

Gwiczenie 4
Napisz i przetestuj program znajdujacy liczby pierwsze z przedziatu (4
metoda sita Eratostenesa.

Ocena ztozonosci obliczeniowej algorytmu sita Eratostensl

Zwroé uwage, ze w algorytmie sita Eratostenesa operacja domin |
jest usuwanie liczby (instrukcja Pierwsze [ixd]=false oraz inicjo!
nie tablicy). Mozna oszacowaé, ze algorytm wykona tych operad/l
wiecej niz . logyn. Jest to liczba snacznie mniejsza niz 1y |

p ; o b
prawdzania podzielnosci w algorytmie naiwnym badajacym pie
) rw-

sz0$¢ kazdej liczby niezaleznie (tabela 14.1 i rys. 14.2)

Liczba elementow

Przyblizona I-i;':ba opera&ji . _|

14, Sito Eratostenesa

Warto wiedziec

Czesto obliczenia
potrzebne do

oszacowania zlozonosci

zbioru (n)

algorytmu &g obszerne

133000 |
1660000 \ '

labela 14.1. Liczba operacji dia

ztoZonosci algorytmu rzedu n - log,n in - Jn

(o]

J
4
]
]

150 250 30 ©

Iy, ji
yt. 14.2. Wykresy funkcii reprezentujacych zlozonoscin - logyn in 1/;
LN in-
Zlozonosé i
i IO;(:SCZ;?SOWE algorytmu sita Eratostenesa jest wigc réwna
, Zonos¢ pamieciowa wynosi i
- : ynosi O(x), poniewaz
'1: };r Jtlostenesa wykorzystuje tablice n-elemento‘ga iy
Lozm i 7 i :
v ):ar ;ablzcy mozna znacznie zredukowaé, np. jesli bedzie
o e . ’ i
R :]l ze]:c owywac tylko informacje o liczbach nieparzystych Wémy
113 i i ‘ _
y element tablicy pamietatby informacje o liczbie 2i + 1 !

W poszukiwaniu liczb pierwszych

Lishy pierwsze, ktére mozna zapisaé w postaci
I, 50 nazywane liczbami pierwszymi
linonne'a (od nazwiska francuskiego
ﬂ|lll1|.‘|i vka): W poszukiwanie kolejnych takich
. I »niingazowani sg uczestnicy projektu GIMPS

! skomplikowane. dlatego
ich nie przytaczamy,

Warto wiedzie¢
Zlozonosc czasows
a!ggrytmu sita Eratostenesa
mozna oszacowac
dokladniej. Okazuje sie, ze
wynosi ona O - log(log n)).

282 5899333 .. f

A Ciroal Internet Mersen, i
ne Prime Search), ktd ; -
o kom ; ki arciy), Ktorzy uzyczajg w tym el
I u-wlu: :.‘I gruats rOCT;‘, D_Zh?kl Zastosowaniu obliczer rOZDroszonyCi:( uzigtu'rgo?y e
_ y dziesiatkw tysiecy lat pojedynczego procesora. W czaé fesgeoﬁz‘tzgq moc, ktdra
- wania tego

Hiposnika najwiekszg liczbg pierwszg Mersenne’a jest 282589933 _ 4

195




= Rozdzial 2. Rozwigzywanie problemdw z wykorzystaniem struktur danych

sumowanie

pozwala wyznaczy¢ liczby pierwsze z okreslonego przedzialu. |

= Algorytm sita Eratostenesa
(oznacza jako liczby ztozone) wielokrot-

= Algorytm nie bada podzielnosci liczb, lecz usuwa

noéci kolejnych liczb zbioru, wieksze od tych liczb.
= Najmniejsza wielokrotnogcia, ktora algorytm usuwa, jest kwadrat rozpatrywanej liczby.

s Algorytm koriczy dzialanie, gdy kwadrat liczby, ktorej krotnodci ma usunag, jest wikszy

od prawego korica przedzialu.
= Liczba operacji wykonywanych przez algorytm sita Eratostenesa jest znacznie mniejsza niz

podczas sprawdzania pierwszosci kazdej liczby niezaleznie.

Zadania

+ [l Napisz program, ktéry wyznaczy liczby pierwsze W przedzial
przez uzytkownika.

« A Napisz program wypisujacy pary liczb blizniaczych nie wiekszych od #,

2 < 1< 1000000 W rozwigzaniu wykorzystaj algorytm sita Eratostenesa.
Uwaga: Liczby blizniacze to liczby pierwsze, ktory
blizniaczymi s np. pary: 31 5517,11113.
«+ | Program utworzony w tym temacie zmodyfikuj tak, aby w tablicy byt :
wytacznie informacja o liczbach nieparzystych (czyli rozmiar tablicy byt dwukrok

mniejszy)- -
sze nie wieksze od 1, 2 S 71 < 1000. Wypisywl

. [ Program wypisujacy liczby potpierw
ne. W rozwigzaniu wykorzystaj algorytm

liczby nie musz3 by¢ uporzadkowa
Eratostenesa.

Uwaga: Liczba potpierwsza to
Liczbami poipierwszymi s3 np-: 4,6,9,10, 14, 15.

liczba bedaca iloczynem dwoch liczb pierwisl

stenesa z uzyciem szablonu SUTHN

T Napisz program realizujacy algorytm sita Erato
ezentuje W pamieci komputeri 8

danychset z biblioteki STL. Struktura set repr

Wskazéwka: Zeby moc korzystaé z typuset, nalezy doda¢ dyrektywe #include
Do dodania i usuwania element6w zbioru mozesz wykorzystac metody insert |
set<int> zbior; ;
zbior. insert(liczba);
sbior.erase(liczba);

Do pobrania kolejnego elementu zbio
liczba=#zbior. upper_bound(liczba);
Do wypisania elementow zbioru nalezy uzy
set<int>::iterator 17
for(it=zbior. begin();it!=zb

ru mozesz wykorzystac instrukcje:

¢ zmiennej typu iterator:

i

ior.end();it++) coutckit«" U

e liczbowym podanyii

ch réznica wynosi 2. Liczbam

15. Szukamy réznych
podciagow

Gz . -
+~Zasami zachodzi potrzeba znalezienia frag

pewne warunki. Na
- Na przyktad trener zapisui "
podczas treni . \er zapisuje wyniki za ; ;
)iy ﬂastgg‘igw' at;}' sig dowiedzied, kiedy rezuftat‘;@s:ﬂ;l;a aslragane
.. spadek formy. Dusz raz lepsze
/i pomoca kt % i za popularnoscia ciesza si s
wysiiek ﬁzs?czr?sﬂtcs }mozemy SR akt??wnos'f? (jg o
Ioqularnych treni aB potem np. sprawdzad, jaki byt najdiuz Ly
sy iIngow albo kiedy spalismy najkrdcej, W tl uzszy okres
¢ poszukiwaniem danych spelniajacych r;kre;;g’ temacie
ne warunki,

mentu danych spelnisjgcego

Cele lekciji

N I!]IiCZysZ diugod —
gosc najdiuzsze -
" Wyzna s g0 spojnego podci i :
czysz najdiuzszy spéjny podciag niemarejfzg; s

* ['osnasz i pordw
; nasz rézne algorytm i I
Hlomentéw podeiagu spdjnego. imy znajdowania maksymalnej sumy

¥4 Ju f/IE.‘SZ pOdCFQ 3]30 1 O“laks maine sumie ele LLL=] to""-

Pudleing to wybran i

Hiia¢ -.vystepoz:rania,e I\?&lleg*zl;gacdl?iugwjédowe

Bl 2.5, 7 4. Jesli elementy podci "
'ml' wlebie, to taki o
'III1 Uy
Wi le

go zachowujace kolej- @ Podci
0
£y v 3,2, 5, 7 tworzg podciag ciagu e
o L g wystglpuja W ciggu wyjéciowym
et y arflly podciagiem spéjnym. Na pr
s clagiem spojnym ciggu 3, 1, 2, 5, 7, =
lemy poszukiwac tylko podciggow sl:;c‘)j;y;:h, Gl

@ Podciag spéjny

AR Szukamy dtugosci naj
2 gosci najdiuz 5
podciagu niemalejac ;g;lzszego spéjnego

|:mh-h“:u niemalejacym kazd
Y poprzedniemu, N
{ ¥ a
.“““ naste -

y kolejny element jest wi

; jest wiekszy lub b
‘pujace spoj ?d wciagu 3, 1, 2,5, 7, 4 mo'y U5 © Podciag niemalejacy
pPojne podciagi niemalejace: 3 zemy

WY 2rizym pr?y-kfadz' i
w0 PR le najdtuzszy spéjn ; :
| “:1::-“1 2 5,7.Jouo dbugodtjest o Ay
¥ ipecylikacje problemu znaj iy ,
W Podlclypu niemalejgcego. AR il najdiuzszego




