liczb catkowitych

dodatnich to najwigksza
liczba catkowita, ktora

dzieli obie te liczby
bez reszty.

7. Algorytm Euklidesa
i dziatania na utamkach

Algorytm Euklidesa, czyli metoda znajdowania najwigkszego wspdlnego
dzielnika dwoch liczb, jest uwazany za najstarszy znany algorytm. Znalazt
on zastosowanie w rozwigzywaniu réznych problemaow, m.in. w kryptografii.
W tym temacie poznasz rézne wersje algorytmu Euklidesa oraz uzyjesz go
do wykonywania dziafan na liczbach wymiernych.

Cele lekgji

® Poznasz interpretacje geometryczna algorytmu Euklidesa
z wykorzystaniem odejmowania.
® Zapiszesz iteracyjnie algorytm Euklidesa w dwdch wersjach:
z wykorzystaniem odejmowania i dzielenia.
® Dowiesz sie, czym jest struktura w jezyku C++.
® 7Zastosujesz strukture do reprezentacii liczb wymiernych.
® \Wykorzystasz algorytm Euklidesa w dziataniach na liczbach wymiernych.
"Nauczysz sie uzywac funkcji typu void.
® Dowiesz sig, czym sa zmienne lokalne i globalne.
® Zrozumiesz, na czym polega przekazanie parametrow przez wartosc.

Najwiekszy wspélny © Najwiekszy wspolny dzielnik (N'WD) dwéch liczb catkowitych dodat-
dzielnik (NWD) dwach

nich znajdowalicie juz w szkole podstawowej na lekcjach matematyki,
np. skracajac utamki. Aby wyznaczy¢ NWD, wystarczy rozfozy¢ obie
liczby na czynniki pierwsze i obliczy¢ iloczyn czynnikéw powtarzaja-
cych sie w obu rozktadach. Jest to jednak metoda malo wygodna do
implementacji, a w przypadku duzych liczb — czasochlonna. Dlatego
warto skorzystac z algorytmu opisanego przez Euklidesa ok. 300 r. p.n.e.

7.1. Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania

Algorytm Euklidesa © Euklides swoj algorytm, zwany obecnie algorytmem Euklidesa, opisat

pierwotnie dla odcinkow, a nie dla liczb. Znajdowat najdtuzszy odcinek
jednostkowy, ktéry wyznaczal miare dwéch odcinkéw, czyli odktadat
sie w kazdym z odcinkéw catkowita liczbe razy.

Interpretacja geometryczna algorytmu Euklidesa

Zatézmy, ze mamy dwa odcinki a i b réznej dlugosci. Najpierw od dtuz-
szego odcinka odejmujemy krétszy. Nastgpnie wykonujemy podobne
odejmowanie, przy czym bierzemy pod uwage krétszy z odcinkéw
z poprzedniego kroku oraz réznice odcinkéw z poprzedniego kroku.
Odejmowanie odpowiednich odcinkéw powtarzamy tak diugo, az

Rysunek 7.1 przedstawln przykladowy ilustracje dziatania algoryt-
mu. Zauwaz, ze jesli wyjdclowe odcinki bylyby tej samej dtugoécei, nie
musielibyémy nic robi¢ ~ poszukiwany odcinek miatby takg samg dtu-
gos¢ jak kazdy z danych odcinkow.
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Algorytm Euklidesa, ktéry znajduje najwigkszy wapdlny dzielnik
z wykorzystaniem odejmowania, opiera si¢ na nastepujyeel wlasno-
Sci: NWD dwéch liczb catkowitych dodatnich Jest taki sam jak NWD
mniejszej z tych liczb oraz réznicy wigkszej i mniejszej liczby. Na przy-
ktad dla dwoch liczb catkowitch dodatnich a i b, gdzie a > b:

NWD(a, b) = NWD(a — b, b)

Mozna fatwo wykaza¢, ze podana zaleznogé jest prawdziwa.

Jeslik=NWD(a, b),toa=n-kib=m-k gdzie n i m to liczby catko-
wite dodatnie. Wéwczas:
a-b=n-k-m-k=@m-m)-k czyli k jest dzielnikiem réznicy a - b.

Wiemy juz, ze k jest dzielnikiem liczb a — b i b, Jednak nie wykaza-
lismy jeszcze, ze jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb.
Przypusémy, ze istnieje liczba s, taka ze s = NWD(a - b, b). Liczba s
musi dzieli¢ si¢ przez k. Poniewaz jest dzielnikiem liczb @ — b i b, jest
takze dzielnikiem (a — b) + b = 4. Zatem s jest dzielnikiem k. Stad s = £,
czyli k= NWD(a — b, b).

Tabela 7.1 ilustruje dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzysta-
niem odejmowania dla liczb 14.i 10 (liczby te odpowiadaja dtugoéciom
odcinkéw z przyktadu na rysunku 7.1 ze s. 103).

| Kroksigoytmu | Ucbaa | Liosab
f 1 |
- | 14 | 10
e e e 10 |
I o RS é SR o rep— T' i i ”4“ I LT “ i '10 —“45’ _ 6 ]
3 ‘ 4 , 6-4=2
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Tabela 7.1. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
na przyktadzie liczb 14 i 10

Oto specyfikacja problemu oraz algorytm Euklidesa z wykorzysta-
niem odejmowania zapisany w pseudokodzie:

Specyfikacja
Dane: a, b - liczby catkowite, 0 < 2 < 2% — 1,0 < h< 2% _ 1.
Wynik: NWD(g, b)

dopdki a = b wykonuj

jesli a > btoa <« a-»b

W przeciwnym przypadku b < b - g
wypisz a

Zwrd¢ uwage, ze w ostatniej linii pseudokodu zamiast wartosci
zmiennej a mogliby$my wypisa¢ wartogé zmiennej b - po wykonaniu

e Sy R R TN U L. [ TR :

Jedli cheielibyémy praedstawlé algorytm poszukiwania NWD dwéch
liczb catkowitych dodatnich @ | b w postaci schematu blokowego, aohor&n ~
wygladatby on np. tak jak ponizej. 818

Wczytaj
liczby a i b

Nie

Nie - S Tak

Rys. 7.2. Schemat blokowy algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
Cwiczenie 1

Napisz program wyznaczajacy najwiekszy wspolny dzielnik dwéch
wezytanych liczb zgodnie z podanymi wezesniej specyfikacja i algo-
rytmem.

A to ciekawe

Matematyczny bestseller wszechczaséw

Elementy Euklidesa to traktat matematyczny, ktdry opisuje osiggniecia starozytnej ge
Jest on uznawany za dzieto wyjatkowe, poniewaz zastosowano w nim podejscie dadulk
(od ogdtu do szczegdtu), precyzje definicji | dowoddw
twierdzen. W traktacie znalazt sie réwniez algorytm,
ktdry jest wykorzystywany we wspotczesnej
informatyce. Mimo Ze dzieto Euklidesa powstato

ok. 300 r. p.n.e., uzywano go w kolejnych przektadach
jako podrgcznika do geometrii przez niemal 2000 lat.
Uznaje sig, ze Elementy sa druga po Biblii ksigzka
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7.2. Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem dzielenia

Zwrdé uwage, ze jedli w algorytmie Euklidesa wykorzystujacym odej-
mowanie jedna liczba jest duzo wieksza od drugiej, to od wiekszej licz-

by trzeba wiele razy odjac te sama (mniejszg) liczbe. Taki przypadek
ilustruje tabela 7.2.

TR BT e ey
; » 196 42
f 1 | 196-42=154 | 42
{ 2 1B4~a2=118 | 4p
f 3 t2-42=70 |
( 4 70-42 =28 | 42
| e T e

Tabela 7.2. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
na przyktadzie liczb 196 i 42

Wielokrotne odejmowanie mozemy zastgpic¢ dzieleniem, a dokfadniej
reszta z dzielenia wigkszej liczby przez mniejszg. Taki sposéb postepo-
wania uwzglednia druga wersja algorytmu Euklidesa. Tabela 7.3 ilustruje
dziafanie tego algorytmu dla tych samych liczb co tabela 7.2.

. lteracjapeti

. Liczbaa | Liczbab
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= ; 196 mod 42 = 28 B 42
2 | 28 42m0d 28 = 14
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Tabela 7.3. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem dzielenia
na przyktadzie liczb 196 i 42

Wynikiem dzielenia 196 przez 42 jest4ireszta 28. Cze$é catkowita okre-
Sla liczbe operacji odejmowania, a reszta z dzielenia — wynik ostatniego
odejmowania. W tym przypadku cztery dziatania zastapilismy jednym.

Zwr6¢ uwage na ostatni wiersz tabeli 7.3, Warunkiem zakonczenia
dziatania algorytmu nie jest tym razem otrzymanie dwéch takich
samych wartosci. Algorytm zakoriczy dzialanie, jegli jedna ze zmien-
nych przyjmie wartosé 0 (przed ostatnim dzieleniem wigksza liczba jest
wielokrotnoscia mniejszej, a wiec ta mniejsza jest najwiekszym wspol-
nym dzielnikiem). Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:
dopdki a = @ oraz b = 0 wykonuj

Jesli a > b toa < amod b

W przeciwnym przypadku b < b mod a
jeéli a0 0 wuniems -

£ Algorytm Euldiclesa | clzlalania ni

Podany pseudokod mozna uproscic. Warunek powtarzania petli zamie-
nimy na waruneka + b 0 (poniewaz jeslia # @ oraz b = 0, to
a * b = Q). Ponadto instrukeje warunkows:
jesli a # 0 to wypisz a
W przeciwnym przypadku wypisz b

mozna zastapi¢ wypisaniem sumy warto$ci zmiennych, poniewaz jedna
ze zmiennych ma warto$¢ zero. Oto zapis algorytmu po modyfikacji:
dopdéki a x b = @ wykonuj

jesli a > b toa « a mod b

W przeciwnym przypadku b < b mod a
wypisz a + b

Cwiczenie 2

Napisz program Wyznaczajacy najwigkszy wspélny dzielnik dwéch
liczb z wykorzystaniem dzielenia.

Jesli zalozymy, ze wartos¢ zmiennej a jest zawsze wieksza od warto-
sci zmiennej b, algorytm mozna zapisac prosciej, bez uzycia instrukeji
warunkowej. Zmienna pom w ponizszym pseudokodzie jest zmienng
pomocniczy, stuzacy do tymczasowego przechowania mniejszej war-
tosci. Po wykonaniu dzielenia wartogé te przyjmuje zmienna a.
dopéki b = 0 wykonuj

pom < b

b < a mod b

a < pom
wypisz a

Jesli na poczatku wartogé zmiennej a bedzie mniejsza od wartosci
zmiennej b, to pierwsza iteracja petli zamieni wartogci zmiennycha ib.
Dziatanie algorytmu w takim przypadku ilustruje tabela 7.4.

. Wartosé Wartos¢

Iteracja petli i Zmienneja |  zmiennej b i Warto$¢ zmiennej pom "I
R e e — e

2 19 | 42mod196=42 196 ' ‘]

3 42 196 mod 42 = 28 42 |

4 e 28 ‘

R T | oBwod1d—0 | AT |

Tabela 7.4. Dziatanie zmodyfikowanego algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem
dzielenia na przyktadzie liczb 42 i 196

F Cwiczenie 3
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Ponizej znajduje sie kod zrodlowy programu wyznaczajgcego naj-
wigkszy wspélny dzielnik dwéch liczb catkowitych dodatnich z wyko-
rzystaniem dzielenia. Zwré¢ uwage na warunek petli w linii 8: zapis
b!=0 oznacza ,warto$¢ zmiennej b jest rézna od zera”,

d Zrodlowy O

ajdujgcego
wéch liczb
dodatnich
rzystaniem

dzielenia

#include <iostreams
using namespace std:

ik
2
3.
4.
5. int NWD(int a, int b)
6
i
8
9

{
int pom;
while (b!=0)
- {
10. pom=b;
141 b=a%b;
12 a=pom;
13 }
14. return ga;
15}
16,
17. int main()
18, {
19. int-a; b
20. cout«a = "; cinxa;
21 cout«"b = "; cinxb;
20 cout«<"NWD("<«ca<","«cbc") = "«<NWD(a,b);
23: return 0;
24}

Do obliczeri funkcja NWD wykorzystuje zmienna pomocnicza zade-

'a lokalna @ klarowana w obrebie funkcji. Takie zmienne nazywamy zmiennymi

lokalnymi. Zmienne deklarowane poza definicja funkcji i dostepne dla

globalna @ roznych funkcji nazywamy zmiennymi globalnymi.

Istnieja rézne sposoby przekazania parametréw do funkeji. Ten,
ktory stosowalismy w dotychczasowych przykladach, nazywa sie

arametru © przekazaniem parametru przez warto$¢. Parametry s3 w nim trak-

' wartosé

aktualny,
s. 65

towane jak zmienne lokalne, czyli deklarowane w funkcji. Podczas
wywolania funkeji tworzona jest kopia parametru i nadawana jest
mu wartos¢ poczatkowa parametru aktualnego. Oznacza to, ze war-
tosci parametréw sa chronione, a parametrem aktualnym moze by¢
nie tylko wartos¢ zmiennej, lecz takze stata lub wartogé wyrazenia.
Nawet jesli zmieniamy wartos¢ parametru podczas dziatania funkcji
(w funkeji NWD zmieniaja sie wartosci parametréw a ib), to te zmiany
s3 lokalne. Po zakoRczenitn wikanviranio fiim bl ma ma s st — & b oo

-:é:- Zapamietaj

Algorytm Euklidesa pozwala na znalezienie najwigkszego
wspolnego dzielnika dwdch liczb catkowitych dodatnich.
Odejmowanie od wigkszej liczby mniejszej mozna zastapic resztg
z dzielenia wigkszej liczby przez mniejsza.

7.3. Reprezentacja liczb wymiernych

\W pamieci komputera liczby wymierne nie maja zadnej specjalnej o Liczba wymierna to liczba,
reprezentacji — podobnie jest w jezykach programowania. Dlatego licz-  Ktoramozna przedstawic
5 . St g ’ x w postaci ilorazu dwoch
by wymierne nalezy przedstawiac jako pary liczb catkowitych. W jezy- iz catkowitych,
lcu C++ mozna to zrobi¢ na kilka sposobdéw. czyli utamka zwyklego.
Jednym z nich jest zapisanie licznika i mianownika jako powigzanych
ze soba zmiennych typu catkowitego. Dzigki temu bedzie wiadomo,
e reprezentuja dana liczbe wymierna, a nie dwie niezalezne liczby
catkowite. Mozna w tym celu wykorzysta¢ strukture. Struktura jest © Struktura
zlozonym typem danych, ktéry pozwala zgrupowac wiele zmiennych
roznych typéw pod jedna nazwa. Jednoczesnie kazda ze zmiennych
ma takze wlasna nazwe. Oto przyklad definicji struktury o nazwie
wymierna, grupujacej dwie zmienne typu catkowitego o nazwach licz
imian (od stow ,licznik” i ,mianownik”). @ A
struct wymierna Przy definiowaniu struktury

l pamietaj o dodaniu
$rednika po nawiasie

int licz; ™ Po i
: Ci zamykajacym. Po ciagu
int mian; instrukcji ujetych w nawiasy

klamrowe, np. w definicjach
funkciji lub petlach,

Po zdefiniowaniu w programie typu danych o nazwie wymierna .
Prog YP ¥ y nie trzeba tego robic.

bedziemy mogli deklarowa¢ zmienne tego typu. Ponizej znajduje sie
przyktad deklaracji zmiennych a i b typu wymierna, czyli utamkéw
zwyklychaib.
wymierna a, b;

Aby odwota¢ si¢ do wartosci przechowywanych w strukturze,
korzystamy z notacji z kropka, np. a.licz, co w naszym przypadku
oznacza licznik utamka a.

Problemem, ktérym sie teraz zajmiemy, bedzie skrécenie utam-
ka wlasciwego tak, aby w liczniku i mianowniku otrzymac¢ liczby @ Liczby wzglednie
wzglednie pierwsze. Oto specyfikacja problemu: g;?‘:(‘)”vaf: tﬁgfﬁ?g
' najwiekszym wspolnym
Specyfikacja dzielnikiem jest liczba 1.
Dane: a — liczba wymierna postaci ﬁ, gdzie /i m to liczby catkowi-
te dodatnie, [ < m.

p
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