17. Iteracja a rekurencja

Do rozwiazywania wielu zagadnien algorytmicznych stosuje sig iteracje, czyli
instrukcje polegajgca na powtarzaniu wskazanych operacii. Istnigje jednak
inna technika, ktdra réwniez wigze sie z powtarzaniem, ale nie wykorzystuje
petli. Jest nig rekurencja. W tym temacie dowiesz sig, czym jest rekurencja,
jakie ma zastosowania, a takze dlaczego nalezy jej uzywac z rozwaga.

Cele lekcji

® Zrozumiesz zasade dziatania rekurencii.

m Zaprogramujesz w jezyku C++ wybrane algorytmy rekurencyjne.

® Poréwnasz wersje iteracyjne i rekurencyjne wybranych algorytmow.

m Poznasz zasady poprawnego konstruowania algorytmow rekurencyjnych.

m Dowiesz sie, czym sie charakteryzujg liczby Fibonacciego, oraz poznasz
zasade ztotego podziaiu.

® Zrozumiesz rozszerzony algorytm Euklidesa.

Rekurencia (rekursja)® Rekurencja lub rekursja (ang. recursion) w informatyce oznacza
odwolanie sie w rozwigzaniu problemu do tego samego problemu, ale
dla mniejszego rozmiaru danych. Innymi stowy, zaktadamy, ze znamy
rozwiazanie problemu np. dla danych rzedu z - 1 i wykorzystujemy to,
rekurencyjnego mozna aby sformufowa¢ rozwiazanie dla danych rzedu .

zauwazyc, stojac plecamni Nazwa ,rekurencja” pochodzi od faciriskiego stowa recurrere, czyli
j&g;éegggﬁﬁ e ,przybiec z powrotem”. Kluczem do zrozumienia dziatania rekurencji
aparatem telefonu sa wlaénie powroty z wywotlania rekurencyjnego.
(tzw. selfie).

[& warto wiedzieé
Efekt podobny do

17.1. Rekurencja w matematyce

Na lekcjach matematyki spotkaliscie sie lub spotkacie ze wzoraml

rekurencyjnymi, stuzacymi m.in. do obliczania wartosci #-tego wyrazil

ciagu. Rozwazmy ciag a, dany wzorem:
2 dlan=1
%5 g, 143 dans1

Pierwszy element tego ciagu — oznaczony jako &, — ma wartod¢ I

Aby wyznaczyé warto$¢ a,, nalezy zna¢ warto$¢ elementu 4, i wykos
rzystac ja do obliczenia wartosci wedtug wzoru: a, = 4, + 3. Wartof
a, wynosi wiec 5. Kolejne wyrazy ciagu @, wyznacza si¢ analogicznle,
Z drugiej strony, aby obliczy¢ warto$c a, dla danego #, nalezy wcueh
niej wyznaczyé wyraz 4, _,, ale zeby obliczy¢ te warto$¢, nalezy zNil
Ciag arytmetyczny © Wyraz 4, _, itd. Ciag 4, jest ciaggiem arytmetycznym, poniewaz rézn i
miedzy wszystkimi kolejnymi jego wyrazami jest stafa (w tym przypaclif
wynosi 3). Aby to wykaza¢, wystarczy skorzystac ze wzoru dla kazdepo
i sprawdzi¢ réznice miedzy a,a a, _,.

- lni) wartoscig parametru. Taki
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Zwréé uwage, ze odwolywanie sie do
popr:zednich Wyrazow ciagu w celu obli-
czenia wartosci dla danego » powinno sie
kiedys skoriczy¢. We wzorze okreglona jest
warto$c dla pierwszego elementuy ciagu
4 = 1) = informatyce nazywa sie to
warunkiem poczatkowym. Dzieki niemy
mamy pewnosc, ze rekurencja sie zakoriczy.

Wartosci wyrazéw ciagdw zdefiniowa-
nych rekurencyjnie mozna tatwo obliczy¢
w ar.kuszu kalkulacyjnym. Dla powyzsze-
80 €lagu wystarczy wpisa¢ w koméree Ad s
warltos'c’ Wyrazu poczatkowego, czyli 2, | E_

a w l<omérce A2 - formute opisujaca zalez- = 9 e 2
lt:]olf; rekdu}rfncyjnq: fAi-fS, i skopiowa¢ for- Rys. 17.1. Ciag rek ° '

¢ W dof. Efekt wida¢ na rysunku 171, w arkuseu kalfu'élc;lirneyr;iymy

© Warunek poczgtkowy

Cwiczenie 1
a. Zapisz wzér ogolny ciagu a,,.
i , ] g
Zapisz wzér rekurencyjny clagu o poczatkowych wyrazach: By

— ;, b3 = 22, b = 6; W ktory”] Iaédy yIaZ , }‘
w W 70

Obliczanie silni
Silnie liczby catkowitej nieujemn
Ny nastepujacym wzorem:

gt o mM=1.2.3.4....(n-1).p
hilnie mozemy tatwo zapisa¢ w sposéb r.

€) 0znaczamy symbolem ! i opisuje- @ Silnia

ekurencyjny:
o {1 dlan <2
e (n=1)1n dlan>2
Aptszmy w pseudokodzie funkcje obliczajacy rekurencyjnie wartog¢ !

(2 Warto wiedziec
Cho¢ moze sie to
wydawaé nienaturalne,
przyjmuje sig, ze 0! = 1.

' Specyfikacja . kit

| I obra rada

| Dane: 1 - liczba catkowita, 0 < n < 20. | Wartodc siini barzo

— | szybko rognie. Diatego

| l W programach, w ktdrych
wykorzystujesz silnie,

Ogranicz zakres danych.

fiinkcja SilniaRek(n)
jesli n < 2 zwréé 1 § zakofcz

W przeciwnym przypadku zwréé SilniaRek(n-1) % n i zakoncz

AWroe u 7 Z j
wage, Ze powyisza funkcja wywotuje samg siebie

e funkcj jami
i, J€ nazywamy funkcjamio Funkcja rekurencyjna
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Efekt Droste — rekurencja w projektowaniu

Okoto 1900 r. na puszce kakao produkowanego przez holenderska firme
cukiernicza Droste pojawit sig wizerunek pielegniarki, ktdra trzymata w reku
tace z filizanka oraz puszkg kakao Droste. Na tej puszce widac pielegniarke
trzymajgca w reku tace z filizankg oraz puszkg kakao Droste itd. Ten sposob
prezentaciji grafiki zostat pod koniec lat 70. XX w. nazwany efektem Droste.
Jest to rodzaj rekurencyjnego obrazu. Réwniez dzis mozna zaobserwowac
ten zabieg na opakowaniach produktow spozywczych, m.in. amerykariskiego
proszku do pieczenia i polskiego mleka zageszczonego.

W jezykach programowania rekurencja jest realizowana wlasnie

z wykorzystaniem funkeji. Gdyby zabraklo sprawdzenia warunku

poczatkowego (pierwsza linia bloku instrukeji funkeji w pseudokodzie),

Rekurencja @ mielibyémy do czynienia z rekurencja nieskonczona. Funkcja wywo-
nieskoficzona  fywataby sama siebie w nieskoriczonosc.

Rysunek 17.2 przedstawia sposéb obliczenia wartoéci 5! z wykorzysta-

niem funkcji SilniaRek.

{ SilniaRek(5) = SilniaRek(4) xil \24*5= 12@'
GlniaRek(éL) = SilniaRek(3) * 4J ; 6 % 4=24 l
|7SilniaRek(3) - SilniaRek(2) *?l 24 a0
ElniaRek(Z) = SilniaRek(1) =* Zl ‘ : '1*2 =2 _

{__) L
l: SilniaRek(1) =1

Rys. 17.2. Graficzna interpretacija obliczania wartosci 5! z wykorzystaniem funkcji
rekurencyjnej

Wartosé 5! zostanie obliczona po wywofaniu funkeji SilniaRek(5).
Poniewaz parametr nie jest mniejszy od 2, zostanie wywolana kopia
funkeji z parametrem 4. Takie wywotania beda powtarzane do momen-
tu wykonania funkcji z parametrem 1 (warunek poczatkowy), ktore-
go wynikiem bedzie 1. Obliczona wartoé¢ jest zwracana do miejsca
wywolania, a wigc do kopii wywolania funkcji z parametrem 2, wynik
pomnozony przez 2 wraca do kopii wywolania funkcji z parametrem 3
itd., az do wywotania funkcji z parametrem 5. Po pomnozeniu przez 5

otrzymujemy koricowa warto$¢ funkeji. W pomaranczowych prosto-

katach znajduja si¢ wartosci generowane przy powrotach z rekurencji.
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Cwiczenie 2

I?rzygotuj arl‘cusz kalkulacyjny obliczajacy wartosci silni dla kolejnych
liczb catkowitych nieujemnych mniejszych od 15.

Ot(? k‘oq Zrodlowy programu, ktéry oblicza wartos¢ silni dla podane;
wezedniej specyfikacji z wykorzystaniem funkcji rekurencyjnej. War-

toscig funkc;ji jest liczba typu lon
: g long. Typ ten pozwala obstugiwaé
liczby catkowite o duzych wartoéciach. 4 i 32218023 A

#include<iostream> \ N g
| obliczajgcego
rekurencyjnie silnie

using namespace std;

il
2
3
4.
5. long long SilniaRek(short n)
6
i
8
9

{
if (n<2) return 1;
return SilniaRek(n—1)n;
ok
10.
11. int main ()
190
137 short n;
14. cout«"n = "; cinn;
15. coutwne"! = "«SilniaRek(n);
16 return 9;
1723

Rodz:aj rekurencji, ktdry zastosowano w powyzszych przyktadach
cloI obliczania wartosci wedlug wzoréw matematycznych nazywa sie
I‘e . . . L ’

. cur;ncqu ogonowa '(ang. I:‘a.sl call). Wystepuje w niej doktadnie jedno © Rekurencja ogonowa
ywolanie rekurencyjne — jest to ostatnia instrukcja funkcji.
Za.p:.szmy teraz w pseudokodzie funkcje Silnialter, obliczajaca ite-

racyjnie warto$é !,

funkcja Silnialter(n)

silnia < 1

dla i ' < 2, 3, .., n wykonuj
silnia - silnia * i

zwroé silnia i zakohcz

@ Warto wiedzieé

W praktyce rzadko
o spotyka sie algorytmy

D 3 & 5

| odobn-le jak 51'1111{3, kazdy algorytm wykorzystujacy rekurencje ogo- wykorzystujgce rekurencje
howa mozna zapisac iteracyjnie za pomoca jednej petli. ﬁgg;?;v % Zastepuje siejq

Cwiczenie 3

Zapisz w jezyku C++ program obliczajacy iteracyjnie wartos¢ n!.
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17.2. Podziat liczby na cyfry z wykorzystaniem rekurenciji

Do tej pory stosowalismy algorytmy, ktore przegladaty cyfry liczby od
najmniej znaczacej. Napiszemy teraz program, ktory z wykorzysta-
niem rekurencji wypisze cyfry liczby dziesietnej od lewej strony do
prawej, czyli od cyfry najbardziej znaczace] do cyfry jednosci. Program
nie bedzie zapamietywac¢ cyfr w zmiennej pomocniczej.

Sformutujmy warunek zakonczenia algorytmu (czyli warunek
poczatkowy): jesli liczba jest mniejsza od 10, to program powinien ja
po prostu wypisa¢. Jedli liczba jest wieksza niz 10, to mozna rekuren-
cyjnie rozwigza¢ problem dla liczby podzielonej catkowicie przez 10
(czyli bez ostatniej cyfry). W ten spos6b wypiszemy wszystkie cyfry
liczby z wyjatkiem cyfry jednoéci. Nastepnie nalezy wypisac te cyfre,
a wiec reszte z dzielenia liczby przez 10. Oto specyfikacja i pseudokod:

[2] Warto wiedziec¢

W algorytmach
wyodrebniania cyfr oraz
szybkiego podnoszenia do
potegi bez wykorzystania
rekurencji cyfry danej
liczby przegladane sg

od prawej do lewe;j.

Specyfikacja
" Dane: 1 — liczba catkowita, n 2 0. |
Wynik: cyfry liczby n wypisane od najbardziej znaczacej do cyfry |
jednosci, czyli od lewej do prawej. ;

funkcja CyfryRek(n)
jesli n < 1@ to wypisz n
w przeciwnym przypadku
CyfryRek(n div 10)
wypisz n mod 10
zakohcz

Zwr6é uwage, Ze wypisywanie cyfr L Cy fryRek(2019) !
nastepuje po wywolaniu rekurencyjnym,
a wiec w trakcie powrotow.
Wywolania rekurencyjne funkcji
CyfryRek przesledzimy na przykta-
dzie liczby 2019. Wartosci posrednie:
2019, 201, 20 i 2 nie sa pamigtane jaw-
nie w zmiennej — powyzsza funkcja nie
korzysta z zadnej zmiennej. Wartosci te
jednak musza by¢ gdzie$ przechowywa-
ne. Zapewnia to mechanizm rekurencji. A
Rysunek 17.3 pokazuje uktad kolej- r""ypisz 20, mod 10 J
nych wywolan funkcji rekurencyjnej !
CyfryRek. . . : llypisz 201 mod 10 ‘
Dla kazdego wywotania funkeji pamig-
tane sa aktualne wartosci parametréw
Adres powrotu © oraz tzw. adres powrotu, ktory okresla, |wypisz 2019 mod 194'
gdzie nalezy powrdci¢ po zakoficzeniu  gyg 17,3, Funkcja wypisujaca
danego wywolania rekurencyjnego. cyfry od najbardziej znaczacych

A

[ CyfryRek(201) |

A
17 CyfryRek(20) ‘}

y
r wypisz 2

T e BT  Era EA LAVE A 51T

e LIS A ST TR T e s T b
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Oto kod zrédlowy funkcji CyfryRek:

© Kod zrodtowy funkcji

1. wvoid CyfryRek(int n) wyznaczajacej
| : rekurencyjnie cyfry
3 if (n<1@) cout<n<«endl; Neztyod nejherdzs)
] e znaczacej

5. {

6 CyfryRek(n/1@);

T cout«n#1@«<endl;

8 }

9.0

’ ?auwa'z, ze zapis warunku poczatkowego znajduje sie w linii 3 kodu
zrédlowego i jest sprawdzany na samym poczatku dziatania funkcji.

Cwiczenie 4

Napisz funkcje rekurencyjng void DecToBinRek(int n), wypisu-
jaca C}rfry binarne dziesietnej liczby catkowitej nieujemnej od naj-
bardziej znaczacej do najmniej znaczacej, czyli od lewej do prawej.

L
~Q Zapamietaj

Stosowanie rekurenciji powoduje duze zuzycie pamigci komputera.
Im wiecej zagtebieni rekurencyjnych, tym wieksze obcigzenie
pamieci. Dlatego jesli mozna rozwigzac¢ dany problem iteracyjnie,
bez wykorzystywania dodatkowych struktur danych, warto to zrobié.

17.3. Rekurencyjny algorytm szybkiego podnoszenia
do potegi

EV ten;au‘e 3 oinowilisnlly iteracy_jny a‘lg()fytm szybkiego podnoszenia  Algorytm szybkiego
o potegi, wykorzystujacy rozwiniecie binarne wyktadnika. podnoszenia do potegi,
Na przyktad: 5. 57-0RI[%

. 213 2 100y _ 4 Bedel _ 0B 44
Zeby wyznaczy¢ warto$é x'°, wystarczylo obliczy¢ kolejno:
& =t = oot et
Lacznie wykonalidémy pie¢ mnozen. Warto$¢ x'* mozemy tez zapisac
nastepujaco:

213 = (8% = (x*)Vx = (x22)2)x

Cwiczenie 5

Wyznacz liczbe operacji mnozenia w ostatniej réwnoéci powyzszego
WZzoru.
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Jedli wykladnik potegi jest parzysty, to obliczamy potege o wykladni-
ku podzielonym przez 2 i podnosimy ja do kwadratu. Dla wykfadnika
nieparzystego dodatkowo mnozymy wynik przez podstawe potegi.

Ten sposdb postepowania mozna wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym:

% dlan=1
%" = (xn div2)2

x-(x"2)*  dla n nieparzystego > 3

dla n parzystego = 2

Wzér ten mozemy zapisa¢ wprost jako funkcje w pseudokodzie:

| Dane: 1 — liczba catkowita, n 2 1, x — liczba catkowita.
‘ Wynik: x

funkcja PotegaRek(x,n)
jesli n = 1 to zwrdé x 1 zakohcz
jesli n mod 2 = @ to
zwrdoé PotegaRek(x,n div 2)xPotegaRek(x,n div 2)
i zakohcz
zwrdé xxPotegaRek(x,n div 2)xPotegaRek(x,n div 2)
i zakohcz

[3) Warto wiedzie¢

Przedstawiony algorytm
podnoszenia do potegi
mozna zastosowac takze
wtedy, gdy podstawa jest
liczbg rzeczywista.

Sprawdzmy, ile operacji mnoZenia wykona powyzsza funkeja dla
n = 13. Rysunek 17.4 przedstawia schemat wywotan rekurencyjnych
funkeji PotegaRek (na rysunku oznaczonej skrétem P) dla potegi
o wyktadniku 13.

| P(x,iE):x*P(x,B)*P(x,ﬁTAl
v v

[ P(x,6)=P(x,3)*P(x,3)J { P(x,6)=P(x,3)*P(x,3}J

| l
-

v v v »
Iﬁ,ﬁ):x*P(x,‘l)*P(x,i) | l?{x,S):x*P(x,i)*P(x,‘l)J ILU:,S):x*P{x,i)*P(x,ﬂ lip(x,a)ﬂw(x,ﬂw(x,. :
[p(xrﬂil Fx’i):d ’T(xli)ﬂj Bx,‘l):T\ P(x,1)=x | | P(x,1)=x ‘.

Rys. 17.4. Schemat rekurencyjnego wywotywania funkcji P, obliczajacej potege
liczby x o wykladniku 13

Zauwaz, ze duza liczba operacji mnozenia wynika z wielokrotnego

wyliczania potegi dla tego samego wyktadnika, czyli rekurencyjnego

wywolywania funkeji dla tych samych parametréw. Funkcja P zostanie -

wywolana dla parametréw (x,1) az osiem razy.

17. lteracja a rekurencja

Funkcje PotegaRek mozna zmodyfikowa¢ w taki sposdb, aby zapa-
mietywaé wynik wywolania rekurencyjnego w zmiennej pomocniczej,
np. o nazwie tmp. Ponizej znajduje sie pseudokod, w ktérym wyko-
rzystano zmienng tmp do pojedynczego obliczania powtarzajacych sie
wywolan rekurencyjnych.
funkcja PotegaRek(x,n)

jesli n = 1 to zwrdé x 1 zakoficz
tmp ¢« PotegaRek(x,n div 2)

tmp < tmp x tmp

jesli n mod 2 = 1 to tmp < X tmp
zwrdé tmp i zakofcz

Rysunek 17.5 pokazuje, w jaki spos6b realizowane sa kolejne wywola-
nia rekurencyjne oraz jak wykorzystywane sg wartosci obliczane przy
powrotach z rekurencji. Funkcja PotegaRek zostata uzyta do oblicze-
nia wartoéci 2°. Numery przy strzatkach oznaczaja kolejnosc wywolan
rekurencyjnych i obliczen.

x =2
n 5

PotegaRek(2,5)

| tmp = PotegaRek(2,2) PotegaRek(2,2)
| g | 2
) i tmp = PotegaRek(2,1) ¢ PotegaRek(2,1)

x4 = 16) - 4l ~
=i zwree | 2 |
* \ )

16 = 32) o = 2)

(tmp = 2 % 2 = 4)
(2 mod 2 !=1)

(tmp = 4
(tmp = 4
(5 mod 2
(tmp = 2

Zwroc 132}

\

zwréér-ﬁ }
5 L

Rys. 17.5. Schemat kolejnych wywotan rekurencyjnych funkcji PotegaRek

Oto kod Zrédtowy funkcji PotegaRek:
© Kod zrodtowy funkgji

1. long long PotegaRek(int x, int n) obliczajacej potege
2z liczby
5% if (n==1) return Xx;
' long long tmp=PotegaRek(x,n/2);

tmp=tmpxtmp;

if (n%2==1) tmp=xsxtmp;

return tmp;
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Zwréé uwage na uzyte typy danych. Poniewaz warto$¢ potegi szybko
ro$nie, zostal uzyty typ long long. W linii 4 nastepuje wywolanie
rekurencyjne funkcji PotegaRek z parametrami x oraz n/2, ktdrej
wynik jest przypisywany zmiennej tmp.

W wersji rekurencyjnej algorytmu przyjelisémy, ze n 2 1. Dlan = 0
funkcja nie bedzie dzialaé¢ prawidtowo — nastapia nieskonczone wywo-
tania rekurencyjne i w efekcie pojawi sie blad — przekroczenie pamieci
dostepnej dla programu. Warunek korica mozna zastgpi¢ warunkiem:

Typ long long,
s.328(F

jesli n = @ to zwrdé 1 i zakohcz

Spowoduje to jednak wykonywanie dodatkowych operacji mnozenia
przy obliczaniu kazdej potegi (podnoszenie 1 do kwadratu i mnozenie
przez x). W takiej sytuacji warto ten szczegélny przypadek rozpatry-
wac poza funkcja rekurencyjna.

G- Zapamietaj

Jesli wzor zdefiniowany rekurencyjnie zamienimy wprost na funkcije
rekurencyjng, moze to doprowadzi¢ do wielokrotnego wyliczania
tych samych wartosci, a wtedy algorytm bedzie nieefektywny.

17.4. Jak wejsé na wieze Eiffla, czyli liczby Fibonacciego

Rozwazmy nastepujacy problem. Wybraliicie sie na wycieczke do
Paryza i prébujecie wej$¢ schodami na wieze Eiffla. Zalézmy, ze jed-
nym krokiem mozna pokona¢ jeden lub dwa schodki. Na ile sposobéw
da sie wej$¢ na n-ty schodek wiezy? Pokazuje to rysunek 17.6.

[3) Warto wiedzieé

Leonardo z Pizy
(1175-1250), zwany L] b

Fibonaccim, byt o i)
wioskim matematykiem. N é‘(
Opracowat wiele dziet, r 25

ale do najwazniejszych
nalezy traktat { iber abaci
(Ksiega liczydia lub Ksiega
rachunkow), w ktorym
opisat system pozycyjny
liczb oraz podstawy
arytmetyki.

Rys. 17.6. Sposob wejscia na n-ty schodek wiezy

Istnieje tylko jeden sposéb wejécia na pierwszy schodek wiezy, N
drugi schodek mozna wejéc juz na dwa sposoby: trzeba zrobi¢ dwa kil
po jednym schodku lub jeden krok przez dwa schodki.

244

Na n-ty schodek mozn
pokonujemy jeden schod
pokonujemy dwa schodki
jest tyle, ile jest tacznie m

Mozemy to zapisa¢ wz

a wejsé ze schodka 7 —
ek) Iub ze schodka 7 —
) Zatem mozliwogci wej
ozliwo$ci wejécia na
orem rekurencyjnym:

1 (jednym krokiem
2 (jednym krokiem
Scia na n-ty schodek
=1 oraz n - 2 schodek.

1 dlan=1
Sp=12 dlan=2
SHPI+S”_2 dlan>2

W :
- ji202dr.' \14’{'05.1(1 matematyk Leonardo z Pizy, zwany Fibonacci
M dziele Liber abaci opisat nastepujacy ciag liczbowy: 0, 1, 1 I;

3,5,8,13,21,34, 55 w kté ;

s £5 3% 00, .., wktdrym kazdy kolejn iagu j
Fiwocl} poprzednich. Ciag ten nazywany je;t }c]iwyir =
i okreslony jest wzorem: b

\ dlan=0
! Sa=41 dlan=1
fr‘:ﬁi‘f'jf,*p_ dlan>1

Cwiczenie 6
a. Por(')wnaj ciagis, i

b. Przygotuj arkusz k
Fibonacciego.

o Jaka jfest zaleznogé miedzy nimi?
alkulacyjny obliczajacy wartogci kolejnych liczb

] : ych wzoréw rekurencyi ;
5 ' ype nych, powyz-
“V)(fl :}fjor Mmozna zapisa¢ w pseudokodzie jako funkcj o
: .orllla wy.-'zna'czac n-tg liczbe Fibonacciego.
Izyjmijmy, ze ciag Fibonacciego rozpoczyna sie od 1 e s
s 1
ol i =]

Specyfikacja R

€ rekurencyjna.

Dane: # - liczha catkowita, 1 < n < 50. lj
|

Wynik: £, - p-ta liczba Fibonacciego; fo= { 1 dlan<3 |
— Joct+fy_s dlan>3 f
e e ————— e == L N Rl J

funkeja FibRek(n)
Jesli n < 3 to zwres 1 i zakofcz

SNAR :
roe FibRek(n-1) + FibRek(n-2) i zakofcz € Dobra rad
ra rada
Cwiczenie 7 oo
Nupisz program wedty iiogow o
I

nkeji FibRek. Sprawdg powyzsze) specyfikacji z wykorzystaniem

Z dziatanie programu dla liczb: 5, 10 j 45,

17. Iteracj

I
a a rekurencja f

11

[y

\

|

|

em Flbonacciego © Ciag Fibonacciego

Warto wiedzie¢

Ciag Fibonaceiego czesto

dan=1lubn=2
hvtfodlanza

_—

Fibonacciego rosng

Dlatego w programach
wykorgystujacych ten ciag
Ogranicz zakres danych,

245
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Zauwaz, ze oczekiwanie na 45. liczbe Fibonacciego trwa diugo. Przy-
czyna, podobnie jak w przyktadzie z obliczaniem potegi, lezy w wielo-
krotnym wyznaczaniu tych samych liczb Fibonacciego (rys. 17.7).

¢ Dobra rada

Unikaj przepisywania
wprost rekurencyjnych
wzoréw matematycznych.
Dajg one wiasciwy wynik,
jednak sam algorytm

czesto jest bardzo
nieefektywny.

FibRek(41)

FibRek(42)

\ FibRek(42) H FibRek(41) l FibRek(40) FibRek(41) ‘ FibRek(4@) | ‘ FibRek(40) } FibRek(39) | ‘
| | 3
R ER

oo . iy

Rys. 17.7. Schemat wywotan funkciji FibRek dla n = 45

Cwiczenie 8

a. Ile razy zostanie wywotana funkcja FibRek z rysunku 17.7 dla kolej-
nych liczb mniejszych od 45?

b. Ustal, ile operacji dodawania wystarczy wykona¢, aby wyznaczyé
n-ta liczbe Fibonacciego recznie na kartce papieru lub w arkuszu
kalkulacyjnym.

Liczby Fibonacciego - wersja iteracyjna algorytmu

Zauwaz, ze aby wyznaczy¢ kolejna liczbe Fibonacciego, wystarczy:
w danym momencie pamieta¢ dwie ostatnie liczby. Obliczanie wals
tosci kolejnych liczb mozna zapisa¢ za pomoca pojedynczej petli. Ota
zapis funkgji w pseudokodzie:

funkcja FibIter(n)

Ziec
iy 1o
Fibonacciego na £2 <_ 1 y
podstawie dwdch dla i < 3, 4, .., n wykonuj
poprzednich mozna takze tmp < f2
wyznaczyc bez uzycia f2 « f1 + 12
zmiennej pomocnicze;j. £1 <« tmp
Wystarczy w tym celu i ; 5
wykonaé dodatkowe zwrdé f2 i zakohcz
odejmowanie. Realizuje to
sekwencja instrukciji:
f2 « £f1 + 2
fl = £2-f1

W zmiennych f1 i £2 pamietane sg dwie ostatnie liczby Fiboni
ciego na danym etapie obliczeri. Kiedy program wyznacza kolaJil
liczbe, w zmiennej pomocniczej tmp przechowywana jest alctualn
ostatnia liczba, ktéra w kolejnym kroku bedzie liczba przedostatil

W) wokdt nas. Odnajdziemyje w

= it Proporcja, o ktérej mozesz p

17. lteracja a rekurencja
W zmiennej £2 wyliczana

- jest wartogé j li j
ostatnich. Dotychczasowa e

: 0 suma dwdch
ke, 2 st
artosc £1 nie jest Juz potrzebna, poniewaz

Oto kod zrédiowy programu w

; Znaczaj : .
nacciego z wykorzystaniem funky aCZaj3cego n-ty wyraz ciggu Fibo-

cji FibIter:

#includecios :
traons © Kod Zrodiowy programy

Wyznaczajacego
n-ty wyraz ciagu

using hamespace std;
Fibonacciego

long long FibIter(short n)

long long f1=1, f2=1, tmp:
for (int 1=8;i¢=n;i++) ;
{
tmp=£f2;
f2=f1+£2;
fi=tmp;

return f2;

main ()

short n;
c " A . 1
out«"n = " cinsn;

cout«"f("wn™) = "<«<FibIter(n);
return o; I

) "j }

; W naglféwk.u funkejiFibIter uzyto typu long long
em Elz;afama funkeji moze by¢ duza liczba catko t
linkeji beda stosunkowo male licz .

fislosowac typ short.

poniewaz wyni-
: a. Parametramj
Y, dlatego mozna w ich wypadku

Typ short,
5.328 (&

Cwiczenie 9
Mrye i .
; yg,otu? arkusz kalkulacy)ny, ktory obliczy ilorazy kolejnych liczb
‘onacciego 2 Dg iakie: U TR
W e Jakiej wartosci zblizajg sie kolejne ilorazy?

I'enomen liczb Fi i
ibonacciego pol ;
g0 p eiar:; t}(fjm ze bz;lrdzo czesto wyste-
dn rodzie, architekturze j
e . ! i sztuce,
y gadnieniem Zwiazanym z liczbamj Fibonacciego jest tzw,

rzeczytad nas. 248-249,

(N TTITRYY

0 Ziota proporcja
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17. lteracja a rekurencja

17.5. Rozszerzony algorytm Euklidesa

}l Specyfikacja

Algorytm Euklidesa, Poprawno$¢ algorytmu Euklidesa wykazywali$my na podstawie ' Dane: 4, p
gorytm ,

8.102C  zaleznodci rekurencyjnej: NWD(a, b) = NWD(a — b, b) przy zalozeniu,
zed > b.

~ liczby catkowite, 4 » 0,6>0.

" Wynik: %, ¥ — liczby catkowite spetniajace réwnanje:
‘ NWD(a, b) =x-a+y.b

- —
Obliczanie NWD mozna zatem wyrazi¢ prostym wzorem rekure

: ; it e
cyjnym, ktéry ma zastosowanie zaréwno w wersji algorytmu z odej

]
waniem, jak i z dzieleniem.

Algorytm Wyznaczania wspétezynnikéw x ¥ bedzie polegat na B Warto wiedziec
modyfikacji funkcji NWDRek wykorzystaniy prostych zaleznoéci aryt-
metycznych. Oznaczmy prze

NWD(a,b) zawsze mozna
z q wynik dzielenia calkowitego @ przez b, preedstawic w postaci
A Pprzez r - reszte z tego dzielenia:

r

a dlag=5
NWD(a,6) = {NWD(a-b,b)  dlaa>b
INWD(a,b - a) dlab>a

Xea+y.h,
divh Nie jest to jedyne
q =adiv przedstawienie,
r=amod b
[ =0lubb=0
a+b dlaa=0

poniewaz dla dowolngj
Przegledzmy, jak si¢ zmieniaja wartogci a,b,qgir(

kol liczby catkowitej &
: : : 0znaczono je kolo- poprawne jest réwriez
rami) podczas obliczania wartodci NWD(23, 13) oraz jak wyznaczane
s3 warto$cix i y (rys. 17.8).

NWD(a,b) = {NWD(@amod b,b) dlaa>b
INWD(a,bmoda) dlab>a

przedstawienie:
(x—k-b)oa+(y+/’<~a}-b.

Powyzszy wzér mozna zapisa¢ prociej:

_]“:f“l‘ 5 B

a dlab=0 k W kolejnych krokach wykonujemy operacje:
NWD(a,b) = | NWD(a, b) = NWD(5, 2 mod 5) NWD(23, 13)
(a,b) NWD(b,amod b) dlab>0 f 5 i zapisujemy nowa wartosé 4 (wywolanie 92181010 5
. . : ; iczerl pamietana i | rekurencyjng) z korzystaniem r i 4: Faowl 4 b
Zauwaz, ze wigksza z dwoch liczb jest .podcza‘s obllc§ [SJZe Wg: " . ;'_'_}r:a e mz";vﬂ d)i’v ey 13-10.143 __:
w zmiennej a. Jesli na poczatku a nie jest wieksza I1czb’a,. g ™ | NWD to ostatnia niezerowa reszta, 10=3.3 +(13
. : ie polegato na zamianie wartogci zmiennychaib. i fzatem NWD(23,13) = 1. 8=1:340
Warto wiedzied fanie rekurencyjne bedzie polegato _ 4 Slnv dzielnil i
Jesiia <bi b=0, tor Funkcje rekurencyjna obliczajaca na;wngkszy. wepolny 5 [
s : : isa¢ nastepujaco: ; i
NWD(a,b) = wediug POwyZszego wzoru mozna zapisa¢ na epyja J .
=D moed b ~ | Z otrzymanego ci SWnosci =10 gy
: b | Y 90 ciagu rownosci wyzna +3-(-3)
- NWD (5,4) funkeja '\‘_WDRef(a@’ 3 & iEE & i zakefius | czamy przedstawienie NWD(o3, 1) ~10-1413-(-3)+10. (1) (-3) - [§
Jesll b = & b)) i wakofios | Jako kombinacii: 23 x + 13 ., =13.(-3)+10 . 4= £
zwr6¢ NWDRek(b,a mo | Wartosé NwD przedstawiamy za po- =13.(-3)+ (23 + 13. (-1))-4 =
| moca kolejnych wartosci a i b oraz x iy =
Cwiczenie 10

=13-(-3)+13.(-4) + 23" 4 -
=4.23+(-7).13

J w kolejnych powrotach z rekurencii.

Zapisz w jezyku C++ funkcje NWDRek i sprawd? jej dzialanie.

s ..:;

Rys. 17.8. Schemat postepowania przy obliczaniu NWD(23, 13)

W niektérych zastosowaniach informatyczn}rch, np. w kry;?togllr(ail,
Rozszerzony algorytm @ wykorzystuje si¢ rozszerzony al.g'orytm El-lklldesa, ktéry najwiekszy
Buklidesa 5 5Iny dzielnik pozwala wyrazi¢ wzorem:
NWD(a, b)=x-a+y-b
iex i liczbami catkowitymi (moga by¢ takze ujemne). 4 |
gd;;i;ulkjflfjmy zatem nie jednej liczby, ale pary licz]? 9 spefm;:;acieg
powyzsze réwnanie dla danych liczb calk0w1tych. aib. an?cza t:ide
algorytm nie tylko wyznacza NWD poc.lanych liczb a i b, ec:lz1 -
przedstawia ten dzielnik w postaci sumy [.ICZb aib pomnozor;l)l/c p i
wspétczynniki — odpowiednio x i y. Zapiszemy teraz specyfikacje
sformutowanego problemu.

'encyjne, a ponizej zostaly rozpj
~ wykorzystaniem aktualnych wartogci 4 borazxiy W ostatnim |

kroku otrzymujemy przedstawienie dla wyjsciowych wartosci 4 i b !
NWD(23,13) =4.23 4 (7). 13 I

Zatem poszukiwang parg liczb jest (4, =7).

Zauwaz, ze w kazdym kroku wa
% poprzedniego kroky — oznaczmy j
Vit (=q) -y, gdzie x' to wartoéé x 7 p
rysunku 17.8 w réwnosciach zaznacz

rtos¢ x jest réwna wartoge; y i
a przez y'. Wartosgé ¥ jest réwna i
oprzedniego kroku. Wida¢ to na

onych kolorem niebieskim.




@ Warto wiedzieé

Aby reprezentowac dwie
liczby catkowite, mozna
zdefiniowac wiasny typ
danych. Moze nim byé
struktura zlozona z dwdch
pol typu catkowitego. Oto
definicja takiej struktury:
struct wspolczynniki

{
%

int x,y;

Typ pair,
s.332(F

Kod Zrédtowy 0

programu realizujgcego

NV Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

Aby zapisa¢ algorytm rekurencyjny, za warunek poczatkowy przyj-
miemy stan, w ktérym & bedzie réwne 0.
Mozemy juz zapisa¢ w pseudokodzie funkcje NWDRozRek, obliczajaca
wartosci x i y.
funkcja NWDRozRek(a,b)
jesli b = @ to zwréé (1,0) i zakohcz
(x,y) € NWDRozRek(b,a mod b)
zwrdéé (y,x—(a div b) % y) i zakohcz

Wartoscia funkcji jest para liczb catkowitych. Nalezy zatem uzy¢
typu danych, ktéry reprezentuje dwie liczby catkowite. Wygodnie
bedzie wykorzysta¢ typ pair z biblioteki STL.

Oto kod Zrédiowy programu realizujacego rozszerzony algorytm
Euklidesa z wykorzystaniem funkcji NWDRozRek:

#include<iostreams

17. lteracja a rekurencja

Podsumowanie

.. ie W roz
mniejszego rozmiary danych.

® Algorytm rekurencyjn
warunkiem poczatkow

= Bezposrednie Przetozenie rek

prowadzi do bardzo nieefekty

Korzystanie z rekurencji znac

® Jesli dany problem m
bi¢ to iteracyjnie.

® W rekurencji ogonowej
ostatnia instrukcja. Mo,
dynczej petli,

® Kazdy algorytm rekyre

Wwiazaniu problemu do tego samego problemu, ale dla

m nazywany
Juz wywotania rekurencyjnego.

urencyjnych wzordw matematycznych na funkcje czesto
wnych algorytmgw,

: 23¢0 obcigza pamiec¢ komputera,
i . SN
0zwiazac zaréwno Iteracyjnie, jak i rekurencyijnie, lepiej zro-

wy.stepuje q?kfadnie jedno wywotanie rekurencyjne — jest to
114 J3 zastapi¢ algorytmem iteracyjnym z zastosowanie

NCyjny mozna sprowadzi¢ d

|

|

| plikowane i wymaga usvei

using namespace std; . ; ymaga uzycia dodatkowych struktur

rozszerzony algorytm

o iteracji. Czesto jest to e
Euklidesa ] jednak skom-

|
e e e danych. |

Funkcja make_pair,
s.3320

pair<int,int> NWDRozRek(int a, int b)
{

N OU e e

if (b==0) return make_pair(1,0);
pair<int,int> pom=NWDRozRek(b,a%b);
return make_pair(pom.second, pom.first—(a/b)+pom.second);

©

e G
W NS

main ()

-
.

|
i'
int a,b; ‘
cout«"a="; ecinya; [
cout<«"b="; cinyb; !
pair<int,int> w=NWDRozRek(a,b); ’

P
w o o

cout«"x="«w.first«" y="«w.second;
return Q;

=S
©

20. }

W liniach 5-10 zdefiniowana jest funkcja NWDRozRek typul !

pair<int,int>. W linii 7 tworzona jest para zlozona z liczb 1i 0, ktér

jest wartoscig funkcji dla warunku poczatkowego. Zmienna pomocnls
cza pom, deklarowana jako para (linia 8), przechowuje wynik rekuren:

cyjnego wywotania funkcji NWDRozRek. W linii 9 tworzona jest pari
zgodnie z zasada tworzenia nowych wartosci zmiennych x iy. Wykos
rzystujemy do tego celu funkcje make_pair. W linii 17 deklarowalil

r E
nia funkeji NWDRozRek dla wezytanych danych. W linii 18 wypisywilii
sa elementy pary w.

o 2 | Napisz program obliczajg

Zadania

* Bl Dany jest cigg o

"

2'ang] dlan>0

a. Przygotuj arkusz kalkulacyjny obliczajacy kolejne wyrazy ciagu

ciagu? SCI reprezentuja wyrazy Powyiszego

¢. Napisz w pseudokodzie dwie funkcje,

5 ktére beda obliczag -
W sposéb rekurencyjny, druga — C

wyraz ci =
witeracyjny. o 8L jedna

Cy najwiekszy ws
Problem rozwiaz iteracyjnije.

IErlwaga: Mozesz skorzystaé z Ponizszej zaleznogci rekurencyjnej
WD(a,, ay, as, ..., a,) = NWD(q,, NWD(a,, a,, ..., a,)) -

polny dzielnik # liczb catkowitych dodatnich.

W pliku otrzymanym o
liczbowy wraz z formu
rekurencyjnej.

i L




